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1 Introdu
tion, historique et quelques te
hniques de base

1.1 Qu'est 
e que la 
ompression de donn�ees ?

D�e�nition 1 : La 
ompression de donn�ees est l'op�eration qui 
onsiste �a 
onvertir un 
ux de donn�ees (que

l'on appelle aussi 
ux d'entr�ee ou donn�ees d'origine) en un autre 
ux de donn�ees (que l'on appelle aussi 
ux

de sortie ou 
ux 
ompress�e) qui est de taille plus petite.

Un 
ux peut être un �
hier sur un disque ou une disquette, un bu�er en m�emoire ou en
ore 
e qu'envoie un

p�eriph�erique quel
onque. En langage C, 
e peut être par exemple stdin, stdout ou stderr.

La 
ompression de donn�ees est un art an
ien et ne date pas seulement de l'�ere de l'ordinateur. Dans la pr�efa
e

de son livre <Data Compression : the 
omplete referen
e>, David Salomon 
ite par exemple une m�ethode

de 
ompression rudimentaire datant de 1711 : une femme �e
rivit au Spe
tator, un journal londonnien, pour

demander 
onseil a�n de mieux supporter les longues absen
es de son mari. Joseph Addison, le 
onseiller qui lui

r�epondit, lui indiqua 
omment 
ommuniquer ave
 son mari grâ
e au <t�el�egraphe sympathique>. Cet appareil,


on�
u par Giovanni Battista Della Porta, un s
ienti�que de la Renaissan
e, �etait 
onstitu�e de deux 
adrans


ir
ulaires sur le pourtour desquels �etaient ins
rites les 26 lettres de l'alphabet. Chaque 
adran �etait en outre

muni en son 
entre d'une aiguille magn�etis�ee ave
 le même aimant. D'apr�es Della Porta, 
ela devait avoir pour

e�et de 
oordonner les aiguilles de telle sorte que lorsqu'une lettre �etait 
ompos�ee sur un des 
adrans, l'aiguille

de l'autre 
adran devait tourner elle aussi et pointer sur la même lettre. Le 
hroniqueur ajouta alors qu'en plus

des 26 lettres habituelles, les 
adrans devraient aussi 
ontenir <quelques mots qui ont toujours leur pla
e dans

les lettres passionn�ees>. Le 
hroniqueur venait de faire de la 
ompression de donn�ees : un message tel que <je

vous aime> ne demanderait que 3 symboles du 
adran au lieu des 10 lettres du message.

Plus r�e
emment, Louis Braille inventa dans les ann�ees 1820 le 
�el�ebre 
ode qui porte son nom. Ce dernier


onsiste en des matri
es (ou 
ellules) de 3 � 2 points mis en relief sur du papier �epais. Cha
un des six points

d'une 
ellule peut être soit plat soit en relief. Ainsi 
haque 
ellule 
ontient des informations sur 6 bits, et il existe

don
 64 
ellules di��erentes. Les lettres, 
hi�res et pon
tuations ne requi�erent pas 64 
odes, aussi, les 
ellules

restantes sont-elles utilis�ees pour 
oder des mots ou des 
hâ�nes de 
ara
t�eres souvent utilis�es.

�

Evidemment, le

taux de 
ompression atteint n'est pas tr�es �elev�e mais il est tout de même important de 
ompresser des mots en

braille par
e que les livres �e
rits dans 
e 
ode ont tendan
e �a être tr�es volumineux.

Le Braille permet aux aveugles de 
ommuniquer mais pendant plus d'un si�e
le l'un des 
odes les plus utilis�es

dans les 
ommuni
ations fut le Morse (d�evelopp�e dans sa version a
tuelle en 1843 
onjointement par Samuel

Morse et Alfred Vail). Dans 
e 
ode, �a 
haque lettre, 
hi�re et pon
tuation est asso
i�e un ensemble de 1 �a

5 traits ou points 
omme le montre le tableau 
i-dessous :

A �� J � � �� T � 1 � � � �� . � � � � ��

B � � � � K � � � U � � � 2 � � � � � , �� � � ��

C � � �� L � � � � V � � �� 3 � � � � � : ��� � � �

Ch ���� M �� W � � � 4 � � � � � ? � � � � � �

D � � � N �� X � � �� 5 � � � � � ' � � � ���

E � O ��� Y � � �� 6 � � � � � - � � � � ��

F � � �� P � � �� Z �� � � 7 �� � � � { � � � � �

G �� � Q �� �� 8 ��� � � () � � � � ��

H � � � � R � � � 9 ���� � " � � � � ��

I � � S � � � 0 �����

Tab. 1: Le 
ode Morse

Lorsque l'on envoie du 
ode morse, la dur�ee d'un point est d'une unit�e de temps, 
elle d'un trait de trois unit�es,

l'espa
e entre les points et les traits d'un même 
ara
t�ere est d'une unit�e. En�n l'espa
e entre deux 
ara
t�eres

est de trois unit�es et entre les mots de six unit�es si l'on transmet en manuel et de 
inq si l'on transmet en

automatique.

Pourquoi le nombre de traits et de points varie-t-il d'un symbole �a l'autre ? Eh bien l'id�ee est de 
oder ave


le moins de traits/points possible les symboles les plus utilis�es. C'est 
e que l'on appelle un 
ode de longueur

variable. Cela permet de r�eduire la taille des messages 
od�es, autrement dit, 
ela permet de 
ompresser le 
ode.

Par exemple, j'ai �e
rit un petit programme 
al
ulant le nombre de bits n�e
essaires au sto
kage des �
hiers L

A

T

E

X
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du 
ours de probabilit�e ainsi qu'au nombre de bits n�e
essaires �a leur sto
kage en morse. Pour le sto
kage en

morse, j'ai 
onsid�er�e 
omme un bit une unit�e de transmission. Ainsi, un <A> est 
od�e sur 8 bits puisque le point

requiert une unit�e, suivie d'une unit�e d'espa
e, le trait requiert trois unit�es et est suivi de trois unit�es d'espa
e

pour indiquer que 
'est la �n du 
ara
t�ere. Le 
ode 
orrespondant au <A> est petit (juste un point et un trait)

et il faut d�ej�a 8 bits pour le sto
ker. On peut don
 se dire que les messages en morse doivent être horriblement

longs. Et pourtant le r�esultat du programme sur les �
hiers L

A

T

E

X est assez parlant :

taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier d'origine 
ompress�e en morse

deust.tex 2086 o
tets 2135 o
tets

se
tion1.tex 31535 o
tets 33979 o
tets

se
tion2.tex 26924 o
tets 29748 o
tets

se
tion3.tex 54122 o
tets 60043 o
tets

se
tion4.tex 56873 o
tets 62473 o
tets

se
tion5.tex 23822 o
tets 25352 o
tets

se
tion6.tex 57805 o
tets 66291 o
tets

se
tion7.tex 19193 o
tets 21054 o
tets

se
tion8.tex 36273 o
tets 41754 o
tets

se
tion9.tex 34746 o
tets 37870 o
tets

se
tion10.tex 38792 o
tets 44112 o
tets

se
tion11.tex 10851 o
tets 17491 o
tets

total 393022 o
tets 442302 o
tets

Tab. 2: Compression du 
ours de probabilit�e par morse

On voit ainsi que la 
ompression obtenue grâ
e �a des lettres 
omme le <E> ou le <I> sont suÆsantes pour

obtenir des messages �a peine plus longs qu'en ASCII.

Dernier exemple, puisque nous sommes dans un 
ours de math�ematiques, ne trouvez-vous pas que les

math�ematiques usent et abusent de la 
ompression de donn�ees ? <x 2 [1; 2℄> ne requiert que 7 symboles et

signi�e <x appartient �a l'intervalle 1,2>, phrase qui 
ontient, outre les espa
es, 27 
ara
t�eres. L'utilisation des

symboles 
omme 2, �, \, [, bien que plus r�e
ente que l'exemple pr�e
�edent date tout de même de 1894 (
'est

Giuseppe Peano qui les introduisit dans son <formulaire de math�ematiques>).

Bien �evidemment, les 
odes d�e
rits 
i-dessus sont vraiment tr�es rudimentaires et sont largement d�epass�es

en eÆ
a
it�e par les algorithmes de 
ompression a
tuels. C'est l'apparition des ordinateurs qui a popularis�e la


ompression de donn�ees. En e�et, les 
apa
it�es des p�eriph�eriques de masse ne sont pas in�nies et il n'est pas

rare de vouloir sto
ker plus de donn�ees que le p�eriph�erique ne peut en 
ontenir (des jeux, et
). De plus, depuis

quelques ann�ees, ave
 le d�eveloppement d'internet, il faut pouvoir transf�erer rapidement de grandes quantit�es

d'informations. La te
hnologie a
tuelle ne permettant pas d'augmenter �enorm�ement les vitesses de transfert des

modems, il ne reste plus 
omme alternative qu'�a r�eduire la taille des donn�ees transf�er�ees. Ces deux fa
teurs

permettent d'expliquer pourquoi depuis une vingtaine d'ann�ees la re
her
he sur la 
ompression de donn�ees a

re�
u beau
oup de 
ontributions et a �evolu�e tr�es rapidement.

1.2 En quoi 
onsiste un algorithme de 
ompression de donn�ees ?

�

A premi�ere vue, les m�ethodes de 
ompression d�e
rites 
i-dessus n'ont pas l'air d'avoir beau
oup de rapports

entre elles : Joseph Addison 
ompresse les donn�ees en utilisant un seul symbole pour 
oder des mots souvent

utilis�es dans les d�e
larations amoureuses ; le Braille 
ompresse en 
odant 
ertaines 
hâ�nes de 
ara
t�eres grâ
e

�a un seul symbole ; le 
ode Morse 
ompresse les donn�ees en n'utilisant pas des 
odes de tailles �xes (
omme

le 
ode ASCII) mais plutôt des 
odes de tailles variables. Pourtant, toutes 
es m�ethodes de 
ompression sont

fond�ees sur le même prin
ipe :

Bien qu'ils soient bas�es sur des id�ees di��erentes, qu'ils s'appliquent �a des types de donn�ees di��erentes et qu'ils

produisent des 
odes di��erents, tous les algorithmes de 
ompression de donn�ees 
ompressent en �eliminant des

redondan
es dans les donn�ees d'origine.

L'id�ee sous-ja
ente est que si l'on veut r�eduire la taille d'un �
hier, on a int�erêt �a essayer de r�eduire <
e
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qui revient souvent> dans le �
hier. Par exemple, j'ai 
al
ul�e le nombre de fois o�u apparâ�t 
haque lettre de

l'alphabet dans 
eux du 
ours de probabilit�e. Voi
i le r�esultat :

A 703 B 401 C 499 D 536 E 584 F 172

G 50 H 246 I 307 J 31 K 16 L 431

M 165 N 289 O 355 P 1230 Q 41 R 91

S 344 T 229 U 121 V 126 W 12 X 1362

Y 309 Z 148 a 20892 b 4695 
 9360 d 10879

e 44375 f 3891 g 3423 h 3332 i 21075 j 516

k 222 l 17729 m 8542 n 21091 o 14463 p 8772

q 3111 r 16697 s 20500 t 19606 u 13424 v 3454

w 207 x 2276 y 2824 z 326

Tab. 3: Nombre d'utilisations des lettres dans le 
ours de probabilit�e

Il semble assez �evident que si l'on veut r�eduire la taille des �
hiers du 
ours de probabilit�e, il vaut mieux

essayer de r�eduire les tailles requises pour sto
ker les lettres <e> ou <s> plutôt que 
elles des lettres <K> ou

<W>. Pourquoi ? Simplement par
e que 
es lettres apparaissent plus souvent. C'est 
e que signi�e le terme

<redondan
e> utilis�e plus haut.

Le prin
ipe du <
ompresser en �eliminant les redondan
es> permet d'expliquer des ph�enom�enes que vous avez

sûrement d�ej�a ren
ontr�es. Par exemple, si vous avez essay�e de 
ompresser plusieurs fois un même �
hier, vous

avez dû vous aper
evoir que 
ela ne sert �a rien par
e que le nouveau �
hier 
ompress�e a une taille pratiquement

identique �a 
elle du premier �
hier 
ompress�e et même parfois sup�erieure. Cela vient du fait que, lorsque vous

avez 
ompress�e le �
hier pour la premi�ere fois, vous avez d�ej�a �elimin�e la plupart des redondan
es. Il n'en reste

don
 pratiquement plus �a �eliminer lorsque vous utilisez l'algorithme de 
ompression sur le �
hier 
ompress�e. La

taille du �
hier de sortie peut même augmenter �a 
ause des en-têtes ins�er�es par les logi
iels de 
ompression.

�
hiers d'origine �
hiers gzipp�es gzipp�es et regzipp�es gzipp�es et bzip2�es

deust.tex 3809 deust.tex.gz 1065 deust.tex.gz.gz 1104 deust.tex.gz.bz2 1360

se
tion1.tex 38142 se
tion1.tex.gz 10999 se
tion1.tex.gz.gz 11041 se
tion1.tex.gz.bz2 11482

se
tion2.tex 33569 se
tion2.tex.gz 9172 se
tion2.tex.gz.gz 9214 se
tion2.tex.gz.bz2 9644

se
tion3.tex 63915 se
tion3.tex.gz 19044 se
tion3.tex.gz.gz 19086 se
tion3.tex.gz.bz2 19511

se
tion4.tex 68099 se
tion4.tex.gz 19225 se
tion4.tex.gz.gz 19267 se
tion4.tex.gz.bz2 19697

se
tion5.tex 27463 se
tion5.tex.gz 9241 se
tion5.tex.gz.gz 9240 se
tion5.tex.gz.bz2 9703

se
tion6.tex 68757 se
tion6.tex.gz 19582 se
tion6.tex.gz.gz 19624 se
tion6.tex.gz.bz2 20041

se
tion7.tex 23096 se
tion7.tex.gz 6969 se
tion7.tex.gz.gz 7011 se
tion7.tex.gz.bz2 7453

se
tion8.tex 43803 se
tion8.tex.gz 11959 se
tion8.tex.gz.gz 12001 se
tion8.tex.gz.bz2 12446

se
tion9.tex 41920 se
tion9.tex.gz 11405 se
tion9.tex.gz.gz 11447 se
tion9.tex.gz.bz2 11877

se
tion10.tex 47436 se
tion10.tex.gz 13527 se
tion10.tex.gz.gz 13570 se
tion10.tex.gz.bz2 13987

se
tion11.tex 13442 se
tion11.tex.gz 3797 se
tion11.tex.gz.gz 3840 se
tion11.tex.gz.bz2 4268

total 473451 total 135985 total 136445 total 141469

Tab. 4: Compression des �
hiers du 
ours de probabilit�e

Le fait de 
ompresser en �eliminant les redondan
es sugg�ere aussi d'a�e
ter aux symboles ou aux phrases qui

reviennent souvent des 
odes de petites tailles et des 
odes plus longs �a 
eux que l'on trouve rarement dans le

�
hier d'origine. C'est exa
tement 
e prin
ipe que suit le 
ode Morse. C'est aussi 
e qui est utilis�e, 
omme nous

le verrons plus loin, dans le 
�el�ebre 
ode de Hu�man.

En fait, on peut 
lasser l'ensemble des algorithmes de 
ompression a
tuels en quatre 
at�egories :

{ les RLE (run length en
oding), que nous verrons vers la �n de 
ette se
tion ; ils sont utilis�es entre autres

dans les algorithmes de 
ompression des modems (
omme MNP5) ou bien dans BinHex.

{ les m�ethodes statistiques, 
omme le 
ode de Hu�man et le 
ode arithm�etique que nous verrons dans la

se
tion 2. Celles-
i sont utilis�ees dans des programmes 
omme bzip2 mais aussi dans MNP5 et MNP7, des


ompresseurs utilis�es par les modems, dans les algorithmes de 
ompression utilis�es par les fax.

{ les m�ethodes �a base de di
tionnaires (fond�ees sur les travaux d'Abraham Lempel et de Ja
ob Ziv). Ces

m�ethodes sont utilis�ees dans des logi
iels 
omme zip, gzip ou en
ore 
ompress. Nous les verrons dans la

se
tion 3.
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{ Les m�ethodes de 
ompression d'images, de �
hiers audio, de �lms, qui utilisent les limitations de la

per
eption humaine a�n d'�eliminer des informations peu ou pas per
eptibles et obtenir ainsi des taux de


ompression extrêmement �elev�es. Nous verrons quelques unes de 
es te
hniques dans la se
tion 4.

Mais insistons bien sur le fait que, même si les id�ees exploit�ees par 
es trois 
lasses de m�ethodes di��erent entre

elles, l'id�ee fondamentale reste toujours l'�elimination des redondan
es.

1.3 Un peu de vo
abulaire

Avant d'aller plus loin, nous allons �etudier un peu de vo
abulaire propre �a la dis
ipline de la 
ompression

de donn�ees.

D�e�nition 2 (
ompresseur ou en
odeur) : Un 
ompresseur ou en
ore en
odeur est un logi
iel qui


ompresse les donn�ees du 
ux d'entr�ee (donn�ees d'origine ou donn�ees brutes) et qui 
r�ee un 
ux de sortie


ontenant les donn�ees 
ompress�ees, 
'est-�a-dire des donn�ees ave
 peu de redondan
e.

D�e�nition 3 (d�e
ompresseur ou d�e
odeur) : Un d�e
ompresseur ou un d�e
odeur 
onvertit les donn�ees


ompress�ees par l'en
odeur dans le sens inverse. On dit parfois que le d�e
odeur <expanse> les donn�ees.

Attention : 
ela ne veut pas dire que l'on retrouvera exa
tement les donn�ees qu'avait l'en
odeur sur son 
ux

d'entr�ee : par exemple, dans la 
ompression d'images, il est fr�equent (
f. les �
hiers jpeg) d'approximer 
ertaines


ouleurs a�n de r�eduire la taille du �
hier de sortie. On n'a alors au
un moyen de revenir aux 
ouleurs d'origine.

Nous verrons dans la suite de 
e 
ours que le meilleur 
ompresseur n'est pas for
�ement 
elui qui r�eduit au

maximum la taille des �
hiers en sortie. En e�et, il y a aussi un fa
teur temps qui intervient : on pr�ef�erera

souvent un logi
iel qui r�eduit un �
hier �a 30% de sa taille d'origine en une minute plutôt qu'un logi
iel qui le

r�eduira �a 29% de sa taille d'origine en une heure. Certaines m�ethodes, 
omme 
elles de la se
tion 2, sont 
ens�ees

faire une premi�ere passe sur l'ensemble du 
ux d'entr�ee pour analyser les donn�ees, puis une deuxi�eme pour

r�ealiser e�e
tivement la 
ompression et 
r�eer le 
ux de sortie. Pour gagner du temps, il existe des variantes de


es m�ethodes qui analysent le 
ux d'entr�ee et 
r�eent le 
ux de sortie en une seule et même passe. Celles-
i sont

moins eÆ
a
es que les premi�eres en termes de r�edu
tion de la taille des donn�ees, mais, par 
ontre, elles sont plus

rapides. Les premi�eres s'appellent des m�ethodes semi-adaptatives et les se
ondes des m�ethodes adaptatives (
ar

elles adaptent la 
ompression aux donn�ees qu'elles sont en train d'analyser). Il existe une troisi�eme 
at�egorie

de m�ethodes : les non adaptatives. Dans 
elles-
i, on 
onsid�ere que l'analyse des donn�ees a �et�e faite une fois

pour toutes et est 
od�ee <en dur> dans le logi
iel de 
ompression. De telles m�ethodes sont eÆ
a
es, �a la fois en

temps et en 
ompression, lorsque l'on 
ompresse toujours le même type de donn�ees.

D�e�nition 4 (m�ethodes adaptatives, non adaptatives et semi-adaptatives) : Une m�ethode de


ompression non adaptative est une m�ethode qui ne modi�e pas ses op�erations, ses param�etres, ses tables, en

fon
tion des donn�ees parti
uli�eres qu'elle est en train de 
ompresser.

Une m�ethode adaptative �etudie les donn�ees qu'elle 
ompresse et modi�e ses op�erations, ses param�etres, en


ons�equen
e de mani�ere �a atteindre une meilleure 
ompression. Ces modi�
ations se font en même temps que

l'on 
r�ee le 
ux de sortie.

Lorsque l'analyse des donn�ees qui permet les modi�
ations des param�etres est e�e
tu�ee dans une premi�ere

le
ture du 
ux d'entr�ee, et que l'on relit �a nouveau le 
ux d'entr�ee a�n de 
r�eer le 
ux de sortie, on dit que

la m�ethode est semi-adaptative.

Nous avons vu que la qualit�e d'un bon algorithme de 
ompression se mesure grâ
e �a deux 
rit�eres : le temps

de 
ompression et la r�edu
tion en taille obtenue. Dans 
ertains 
as, on peut atteindre des taux de 
ompression

extrêmement �elev�es si l'on 
onsent �a perdre quelques informations du 
ux d'entr�ee, plus exa
tement �a approximer


ertaines donn�ees d'origine.

�

Evidemment, 
ela ne peut pas s'appliquer �a toutes les donn�ees. Par exemple, 
hanger

un 'A' par un 'O' dans un texte Word ou dans un programme sour
e peut être 
atastrophique. Cependant, dans


ertains 
as, de l�eg�eres pertes d'informations n'ont que tr�es peu de r�eper
ussions. Dans une image, 
hanger la


ouleur d'un pixel ne modi�e pas fondamentalement l'image. Il en est de même pour des �
hiers audio : �eliminer

le son que fait un triangle lorsqu'une guitare �ele
trique joue en même temps ne sera pas per�
u par beau
oup

d'oreilles. On voit don
 qu'il existe deux types de 
ompressions, 
ha
une s'appliquant �a des types de donn�ees

bien pr�e
ises :
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D�e�nition 5 (
ompression ave
 ou sans perte de donn�ees) : Certaines m�ethodes perdent quelques

informations, i.e., le d�e
ompresseur ne peut retrouver exa
tement les donn�ees d'origine. Elles obtiennent de

meilleures 
ompressions que les algorithmes sans pertes de donn�ees qui, eux, ont des d�e
ompresseurs qui

retrouvent exa
tement les donn�ees d'origine.

Il existe plusieurs mani�eres d'envoyer le 
ux d'entr�ee au 
ompresseur : on peut envoyer les donn�ees en


ontinu, o
tet par o
tet (ou par groupe d'o
tets), 
'est 
e que l'on appelle le mode d'entr�ee <par 
ot> ou en
ore

en anglais <streaming mode>, mais on peut aussi s�eparer le 
ot d'entr�ee en blo
s de donn�ees et 
ompresser

s�epar�ement 
es blo
s. C'est 
e que l'on appelle le mode <par blo
> ou <blo
k mode> en anglais. Ce mode est

utilis�e, entre autres, par le fameux algorithme de 
ompression bzip2.

D�e�nition 6 (mode d'entr�ee) : La plupart des 
ompresseurs utilisent un mode d'entr�ee par 
ot, 
'est-�a-

dire que l'en
odeur lit un ou plusieurs o
tets sur le 
ux d'entr�ee, les 
ompresse, en relit plusieurs autres, les


ompresse, et ainsi de suite jusqu'�a la �n du �
hier. Certains 
ompresseurs toutefois travaillent ave
 un mode

par blo
, 
'est-�a-dire qu'ils lisent le 
ux d'entr�ee blo
 par blo
, et qu'ils 
ompressent 
es blo
s s�epar�ement.

En�n, nous allons terminer notre tour d'horizon par une des notions les plus importantes en 
ompression, �a

savoir la mesure de performan
e d'un algorithme de 
ompression. Comment peut-on 
omparer deux algorithmes ?

L'une des 
l�es est �evidemment de 
omparer les tailles des �
hiers de sortie et d'entr�ee. Cela nous sugg�ere plusieurs


rit�eres de 
omparaison :

D�e�nition 7 (mesures de performan
e) : On appelle taux de 
ompression l'expression suivante :

taux de 
ompression = 1�

taille du �
hier de sortie

taille du �
hier d'entr�ee

:

On appelle fa
teur de 
ompression le ratio suivant :

fa
teur de 
ompression =

taille du �
hier d'entr�ee

taille du �
hier de sortie

:

Le taux de 
ompression et le fa
teur de 
ompression sont de bons indi
ateurs d'eÆ
a
it�e d'un algorithme. Il

existe un autre indi
ateur qui, lui, mesure la rapidit�e de l'algorithme, 
'est le nombre de 
y
les par o
tet, qui


orrespond au nombre de 
y
les ma
hine moyen n�e
essaires pour 
ompresser un o
tet.

Bien �evidemment, on re
her
hera des algorithmes ayant le plus fort taux de 
ompression possible. Un taux de

0,5 indique par exemple que le �
hier de sortie est deux fois plus petit que le �
hier d'origine, et un taux de 0,25

indique qu'il est 1/4 de fois plus petit. Par 
ons�equent, plus 
e 
hi�re est �elev�e, meilleure est la 
ompression. Le

fa
teur de 
ompression 
orrespond �a une notion relativement similaire : un fa
teur de 
ompression de 2 signi�e

que le �
hier de sortie est 2 fois plus petit que le �
hier d'entr�ee.

A�n de 
omparer les di��erents algorithmes de 
ompression existant �a 
e jour, des sites webs ont �et�e 
r�e�es,

qui regroupent un 
ertains nombre de �
hiers de tests suppos�es repr�esentatifs. Les algorithmes de 
ompression

sont alors 
onfront�es �a 
es �
hiers, et l'on peut d�eterminer lequel des algorithmes semble le meilleur pour un

type de donn�ee pr�e
is. Parmi 
es sites web, on peut 
iter :

{ http://links.uwaterloo.
a/bragzone.base.html

{ ftp://ni
.funet.fi/pub/graphi
s/mis
/test-images/

{ http://
orpus.
anterbury.a
.nz/

Avant de voir quelques algorithmes <basiques> de 
ompression (
f. la sous-se
tion 1.5), nous allons voir

expli
itement pourquoi les algorithmes de 
ompression sont <math�ematiquement> limit�es dans leurs perfor-

man
es.

1.4 Limitation des algorithmes de 
ompression

Par limitation, j'entend qu'il ne sert stri
tement �a rien de prendre un �
hier d'entr�ee, de le 
ompresser (sans

perte de donn�ees), de 
ompresser le �
hier r�esultat, et ainsi de suite de mani�ere �a r�eduire �a 
haque fois la taille

du �
hier de sortie. Nous avions vu <intuitivement> que 
ela n'�etait pas possible puisque les 
ompressions ne

font qu'�eliminer des redondan
es et, qu'�a un moment donn�e, on n'a plus de redondan
e, don
 on ne peut plus
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esp�erer r�eduire en
ore la taille du �
hier. Nous allons voir dans 
ette sous-se
tion un argument beau
oup plus

math�ematique et tout aussi 
onvain
ant. Plus exa
tement, nous allons d�emontrer la proposition suivante :

Proposition 1 : Il n'existe pas d'algorithme (sans perte de donn�ees) permettant de 
ompresser tous les

�
hiers de taille N (en bits). Par 
ompression, on entendra que le �
hier r�esultat a une taille stri
tement

inf�erieure �a la taille du �
hier d'entr�ee, 
'est-�a-dire N bits.

D�emonstration de la proposition 1 : Supposons qu'un tel algorithme existe. Il y a exa
tement 2

N

�
hiers

di��erents de N bits. Puisque notre algorithme arrive �a tous les 
ompresser sans perte d'informations, il arrive

don
 �a former 2

N

�
hiers di��erents de tailles stri
tement inf�erieures �a N . Les �
hiers sont for
�ement di��erents


ar sinon, �a la d�e
ompression, on ne pourrait retrouver tous les �
hiers que l'on avait en entr�ee, et l'algorithme

de 
ompression ne serait alors pas sans perte de donn�ees. On a don
 2

N

�
hiers di��erents de tailles < N .

Comptons maintenant 
ombien il existe de �
hiers possibles de tailles inf�erieures �a N : il y a 2

N�1

�
hiers de

taille N � 1 bits. Il y en a 2

N�2

de taille N � 2 bits, et
. On peut même 
onsid�erer que notre algorithme peut

potentiellement 
r�eer un �
hier vide. Il y a don
 :

2

N�1

+ 2

N�2

+ � � �+ 2 + 1 = 2

N

� 1

�
hiers di��erents de tailles stri
tement inf�erieures �a N . Or notre algorithme, s'il existait, en aurait 
onstruit 2

N

di��erents. On voit don
 qu'un tel algorithme n'existe pas. �

En fait, 
e qui se passe 
'est que parmi les 2

N

�
hiers possibles, il y en a toujours un 
ertain nombre qui sont

al�eatoires, 
'est-�a-dire qui n'ont absolument au
une redondan
e. De tels �
hiers ne peuvent être 
ompress�es.

Lorsque l'on a d�ej�a 
ompress�e un �
hier une fois, on se rappro
he de tels �
hiers, et il n'existe plus alors

d'algorithme pour <faire mieux>.

Pour �nir 
ette se
tion d'introdu
tion, nous allons voir quelques uns des premiers algorithmes de 
ompression.

1.5 Quelques algorithmes primitifs de 
ompression

1.5.1 Ma
Write

L'algorithme utilis�e par le traitement de texte Ma
Write pour 
ompresser son texte est relativement primaire

et se rappro
he un peu de l'id�ee du Morse : il 
onsiste �a 
oder les 
ara
t�eres les plus souvent employ�es, �a savoir

<ta
defhilnoprst>, sur 4 bits. Les autres 
ara
t�eres sont 
od�es grâ
e �a leur 
ode ASCII, don
 sur 8 bits, pr�e
�ed�es

par un 
ara
t�ere d'�e
happement de 4 bits qui indique que 
e qui suit est un 
ode ASCII. Ils sont don
 
od�es

sur 12 bits.

L'algorithme de 
ompression traite 
haque paragraphe s�epar�ement. Il essaye le 
odage d�e
rit 
i-dessus. Si 
e


odage a une taille inf�erieur �a un 
odage tout en ASCII, il le garde, sinon l'algorithme �e
rit tout le paragraphe

en ASCII. A�n de di��eren
ier un paragraphe �e
rit en ASCII d'un paragraphe 
ompress�e, Ma
Write utilise en

d�ebut de paragraphe un bit de positionnement (
ag).

Cet algorithme est relativement primitif mais il permet tout de même d'obtenir une 
ompression appr�e
iable.

Par exemple, sur l'ensemble des �
hiers L

A

T

E

X du 
ours de probabilit�es, on obtient un taux de 
ompression de

16%, 
omme le montre le tableau suivant :
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taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier Ma
Write L

A

T

E

X

deust.tex 3348 o
tets 3809 o
tets

se
tion1.tex 31862 o
tets 38142 o
tets

se
tion2.tex 29386 o
tets 33569 o
tets

se
tion3.tex 53426 o
tets 63915 o
tets

se
tion4.tex 56617 o
tets 68099 o
tets

se
tion5.tex 21713 o
tets 27463 o
tets

se
tion6.tex 57638 o
tets 68757 o
tets

se
tion7.tex 18921 o
tets 23096 o
tets

se
tion8.tex 37127 o
tets 43803 o
tets

se
tion9.tex 35346 o
tets 41920 o
tets

se
tion10.tex 40596 o
tets 47436 o
tets

se
tion11.tex 13279 o
tets 13442 o
tets

total 399259 o
tets 473451 o
tets

Tab. 5: 
ompression du 
ours de probabilit�es sous Ma
Write

1.5.2 Run Length En
oding (RLE)

Une autre id�ee, l�a en
ore relativement primitive, 
onsiste �a se dire que si une même donn�ee d apparâ�t n fois


ons�e
utives sur le 
ux d'entr�ee, on peut r�ealiser une 
ompression en n'�e
rivant sur le 
ux de sortie que le


ouple (n; d). Cette m�ethode s'appelle RLE 
ar, en anglais, n o

urren
es 
ons�e
utives d'une donn�ee d s'appelle

un <run length> de n. Cette te
hnique peut s'appliquer sur des �
hiers texte, mais elle n'est pas extrêmement

performante pour 
e type de donn�ees, sauf dans 
ertains textes s
ienti�ques 
omme des textes math�ematiques.

Elle s'applique ave
 un peu plus de su

�es sur des images.

1.5.3 Run Length En
oding pour des �
hiers texte

L'id�ee du RLE pour les �
hiers texte est don
 de rempla
er les suites de 
ara
t�eres identiques par des 
ouples

(taille de la suite,
ara
t�ere). Par exemple,

n o

urren
es 
ons�e
utives d'une donn�ee d s'appelle un <run length> de n.

devrait s'�e
rire :

n o(2,
)u(2,r)en
es 
ons�e
utives d'une do(2,n)�ee d s'a(2,p)e(2,l)e un (2,<)run length(2,>) de n.

Il faut maintenant trouver une mani�ere de 
oder tout 
ela de mani�ere �a ne pas 
onfondre les paires ave
 le texte

<normal>. L'id�ee la plus simple est d'utiliser un 
ara
t�ere d'�e
happement, que l'on notera i
i �, pour indiquer

que les deux o
tets qui suivent 
orrespondent respe
tivement �a une taille et au 
ara
t�ere qui se r�ep�ete. Ainsi,

un RLE sur le texte 
i-dessus donne :

n o�2
u�2ren
es 
ons�e
utives d'une do�2n�ee d s'a�2pe�2le un �2<run length�2> de n.

I
i, on s'aper�
oit qu'il y a tout de même un probl�eme : on a rempla
�e les 2 <
> de <o

urren
es> par la


hâ�ne <�2
> dont la taille est de trois 
ara
t�eres. Autrement dit, on n'a pas r�eussi �a 
ompresser le texte, mais

on l'a expans�e. C'est tout de même un 
omble pour un 
ompresseur ! En fait, l'algorithme ne 
ompressera ni

n'expansera si la donn�ee d est r�ep�et�ee trois fois, et il 
ompressera si d est r�ep�et�ee au moins 4 fois, 
e qui est

assez rare pour les textes 
ourants. Le RLE ne s'applique don
 pas �a beau
oup de textes. Il pourra être utile

n�eanmoins pour des programmes sour
es. Par exemple lorsque l'on indente le programme ave
 des espa
es, ou

bien dans les 
ommentaires, o�u l'on peut ren
ontrer des s�equen
es d'<*> de <=> ou en
ore de <->. Par exemple,

le RLE tel que d�e
rit 
i-dessus donne le r�esultat suivant sur les �
hiers du 
ours de probas (L

A

T

E

X est un langage

de programmation, et je programme toujours en indentant) :
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taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier RLE L

A

T

E

X

deust.tex 2606 o
tets 3809 o
tets

se
tion1.tex 35936 o
tets 38142 o
tets

se
tion2.tex 31776 o
tets 33569 o
tets

se
tion3.tex 61934 o
tets 63915 o
tets

se
tion4.tex 66071 o
tets 68099 o
tets

se
tion5.tex 26560 o
tets 27463 o
tets

se
tion6.tex 66368 o
tets 68757 o
tets

se
tion7.tex 22153 o
tets 23096 o
tets

se
tion8.tex 42219 o
tets 43803 o
tets

se
tion9.tex 40389 o
tets 41920 o
tets

se
tion10.tex 45683 o
tets 47436 o
tets

se
tion11.tex 12947 o
tets 13442 o
tets

total 454642 o
tets 473451 o
tets

Tab. 6: 
ompression du 
ours de probabilit�es ave
 RLE

Le taux de 
ompression est toutefois relativement faible : sur le 
ours de probabilit�es, il est seulement de

3,98%. Vous trouverez 
i-dessous l'algorithme de 
ompression 
orrespondant d�e
rit sous forme graphique, et �a

la �n de 
ette se
tion le même algorithme �e
rit en langage C.

sauve := n’importe quoi
repet := 0

sur le flot d’entrée, buffer
lit un caractère

eof ?

repet <> 0 ?

repet := repet + 1
Sauve := buffer

Sauve = buffer ? repet := repet + 1

repet >= 4 ?

Sauve := buffer
repet := 1

écrit Sauv au format
compressé

caractère Sauve
écrit repet fois le

non

non

fin de l’algorithme

non

non

oui

oui oui

oui

L'algorithme de d�e
ompression est vraiment trivial : on lit un 
ara
t�ere sur le 
ux d'entr�ee. Si 
e 
ara
t�ere

est l'�, on lit les deux o
tets suivants, et on sait que le premier de 
es o
tets 
orrespond au nombre de r�ep�etitions

du se
ond o
tet. Si l'on n'a pas lu un �, on �e
rit le 
ara
t�ere lu.

Bien �evidemment, lorsque l'on 
ompresse, l'� peut appartenir au �
hier d'origine. Dans 
e 
as, on devrait

�e
rire sur le 
ux de sortie un � qui serait di��erent de 
elui signi�ant les r�ep�etitions de 
ara
t�eres. Le probl�eme

est de savoir 
omment di��erentier les �. Il existe di��erentes te
hniques. Celle utilis�ee par MNP5 est la suivante :

lorsque l'en
odeur ren
ontre sur le 
ux d'entr�ee 3 ou plus de 3 o
tets 
ons�e
utifs identiques, il �e
rit trois fois

l'o
tet en question, puis le nombre de r�ep�etitions de 
et o
tet. En fait de nombre de r�ep�etitions, on �e
rit plutôt


e nombre - 3. Par exemple, la 
hâ�ne <aaaaa> sera 
od�ee <aaa2>.

En 
on
lusion, le RLE n'est pas une tr�es bonne te
hnique pour 
ompresser des �
hiers texte. Par 
ontre,

elle a l'avantage d'être tr�es simple et tr�es rapide �a mettre en �uvre.
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1.5.4 Run Length En
oding pour des images

Si le RLE n'est pas tr�es indiqu�e pour 
ompresser du texte, il est par 
ontre bien adapt�e pour la 
ompression

d'images. Comme 
ha
un sait, une image est 
ompos�ee de pixels (pour le moment nous supposerons que les

pixels ne peuvent prendre que deux valeurs : noir et blan
). Le format le plus naturel pour 
oder une image est

tout simplement de former un tableau, appel�e bitmap, 
ontenant les pixels, rang�es ligne par ligne, de la gau
he

vers la droite.

RLE est un <bon> 
andidat pour la 
ompression d'image par
e que, en g�en�eral, si l'on 
hoisit au hasard un

pixel dans l'image, il y a de fortes 
han
es pour que les pixels voisins aient la même 
ouleur. Autrement dit, si

l'on examine le bitmap, on risque de voir apparâ�tre de longues s�eries de 0 ou de 1. Le prin
ipe d'un 
ompresseur

RLE pour une image bitmap 
onsiste alors �a par
ourir le bitmap pour re
her
her 
es suites de bits identiques.

1.5.4.1 Images en noir et blan


Prenons l'exemple du bitmap 64x54 
i-apr�es.

Fig. 1: une image bitmap quel
onque

#########

##### #

####### #

########### #

###### #

####### # ########

## ## # ### #

# #### ## # ## #

# ## ## ## # ## ##### #

# # # ## # # # # #### ####

# # ## # ## # ### # # # # ## #

# # # # # # # # # # ## ######## #

# ## ### ## ## # ## ### ####

## ## # # # ##

#### # ## ######## #

# # #### #####

# # ## ## ##

# ## # # ## ######## #

# # ## # ##### #####

# # # #

Tab. 7: une portion du bitmap du par
hemin en mode texte
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0000000000000000000000000000000000011111111100000000000000000000

0000000000000000000000000000001111100000000010000000000000000000

0000000000000000000000011111110000000000000001000000000000000000

0000000000001111111111100000000000000000000000100000000000000000

0000001111110000000000000000000000000000000000100000000000000000

0001111111000000000000000000000000000000000000100000001111111100

0110000000110000000000000000000000000000000000100001110000000100

0100111100011000000000000000000000000000000001000110000000000100

1001100110001100000000000000000000000000000001011000011111001000

1001000001000110000000101000000000000000100000100111100001111000

1001001100100110000101110010000001010010000011000000000000010000

0100100100101010000010000000000101000100001100011111111000100000

0100011001110011000000000000110010000000110011100000001111000000

0011000011000001000000000000010000000001000000000000000011000000

0000111100000001000000000000000000000110000111111110000100000000

0000000000000001000000000000000000001001111000000011111000000000

0000000000000001000000001001100000110000000000000000110000000000

0000000000000000100011010010000011000001111111100001000000000000

0000000000000000100010001100000100111110000000111110000000000000

0000000000000000100001000000001000000000000000001000000000000000

Tab. 8: une portion du bitmap du par
hemin exprim�e en bits

La table des bits 
i-dessus montre bien qu'il y a de longues suites de 0 et de 1. Don
 RLE devrait pouvoir


ompresser le �
hier. Dans la 
ompression de �
hiers texte, nous avions vu que le format <
ompress�e> 
onsistait

en un triplet d'o
tets (�, nombre de r�ep�etitions, 
ara
t�ere r�ep�et�e). I
i, on peut am�eliorer le 
odage. En e�et,

on peut ne 
oder que le nombre de r�ep�etitions des bits : si l'on remarque, 
omme sur l'image 
i-dessus, que

sur la premi�ere ligne, il y a 35 <0> 
ons�e
utifs, suivis par 9 <1> 
ons�e
utifs, suivis eux-même par 20 <0>,

on peut tr�es bien 
oder la premi�ere ligne : 35,9,20. En e�et, si l'on sait que le premier 
hi�re 
orrespond �a

une s�erie de bits <0>, for
�ement le deuxi�eme 
hi�re 
orrespond �a des <1>, le troisi�eme �a des <0>, et ainsi de

suite en alternan
e. Si le premier bit de l'image est �egal �a <1>, on peut dire que l'image 
ommen
e ave
 0

bits <0>. C'est le 
as de la ligne 9 du bitmap 
i-dessus. Cette ligne peut être 
od�ee de la mani�ere suivante :

<0,1,2,2,2,2,3,2,31,1,1,2,4,5,2,1,3>. A�n de pouvoir s�eparer les di��erentes lignes, il est judi
ieux de pla
er un

en-tête dans le �
hier de sortie indiquant la taille du bitmap. De plus, il peut être int�eressant de rajouter un bit

en d�ebut de 
haque ligne indiquant si l'on �e
rit la ligne au format 
ompress�e ou non. Par exemple la ligne 9 du

bitmap du par
hemin, lorsqu'elle est �e
rite au format 
ompress�e, est : <0,1,2,2,2,2,3,2,31,1,1,2,4,5,2,1,3>, 
e qui,

si l'on 
ode 
haque 
hi�re sur un o
tet, fait 17 o
tets, alors que le bitmap n'ayant que 64 bits en largeur, 
ette

ligne n'�etait 
od�ee que sur 4 o
tets �a l'origine. En fait, le RLE n'est int�eressant que pour les <gros> bitmaps,

qui ne sont <pas trop> 
omplexes, 
'est-�a-dire qui n'ont pas trop de d�etails. Par exemple, lorsqu'on applique

RLE sur l'image 
i-dessous, provenant du r�epertoire /usr/lib/gnomeha
k/ de ma RedHat 6.0, on passe d'un

�
hier de 10462 o
tets (format BMP en noir et blan
) �a 27032 o
tets. En e�et, il y a beau
oup trop de d�etails

dans 
ette image.

Fig. 2: une image mal 
ompress�ee par RLE

N'oublions pas que, dans RLE, on �e
rit le nombre de r�ep�etitions de bits identiques. Si l'on 
ode 
e nombre

sur un o
tet, RLE n'est valable que si l'on a des r�ep�etitions sup�erieures stri
tement �a 8. Supposons que, dans

une image quel
onque, p% des s�equen
es soient de longueurs inf�erieures �a 8. Soit m la longueur moyenne de


es s�equen
es. L'image a don
 (100� p)% de s�equen
es dont la longueur est sup�erieure ou �egale �a 8. Soit M la
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longueur moyenne de 
es s�equen
es. Alors il est �evident que RLE 
ompresse l'image si et seulement si

p(m� 8) + (100� p)(M � 8) > 0;

ou en
ore

pm+ (100� p)M > 800:

Par exemple, si 30% des s�equen
es ont en moyenne 3 bits, et 70% des s�equen
es ont en moyenne 12 bits,

pm+(100� p)M = 30� 3+70� 12 = 930, RLE 
ompresse l'image. Par 
ontre, si l'image a 40% des s�equen
es

ave
 en moyenne 3 bits, et si 60% des s�equen
es ont en moyenne 9 bits, pm+(100�p)M = 40�3+60�9 = 660,

alors RLE expanse plutôt qu'il ne 
ompresse.

Exemple d'utilisation r�eussie de RLE sur une image : reprenons l'image de l'algorithme RLE page 10. Cette

image, au format bitmap (bmp) a une taille de 14654 o
tets. J'ai 
ompress�e 
ette image ave
 RLE grâ
e au

programme de la sous-se
tion 1.6.2, 
e qui nous fournit alors un �
hier de 6060 o
tets. Voil�a un exemple o�u

RLE est tr�es eÆ
a
e.

On peut atteindre un meilleur taux de 
ompression en ne 
ompressant pas s�epar�ement les lignes, mais 
ela

n'est pas vraiment indiqu�e 
ar si l'on veut modi�er l'image, par exemple l'agrandir ou la fusionner ave
 une

autre, on est oblig�e de d�e
ompresser puis re
ompresser l'image apr�es modi�
ation, alors que si l'on 
ode les lignes

s�epar�ement, il est beau
oup plus fa
ile de modi�er l'image (entre autres, sans avoir �a r�ealiser de d�e
ompression).

1.5.4.2 Images en teintes de gris

RLE peut aussi servir �a 
ompresser des images en teintes de gris. Dans 
e 
as, les pixels sont en
od�es sous

la forme de 
ouples (nombre de r�ep�etitions, intensit�e de la teinte de gris). Le nombre de r�ep�etitions est en

prin
ipe 
od�e sur un o
tet. La taille de l'intensit�e, quant �a elle, d�epend du nombre de niveaux de gris de l'image

d'origine. La plupart du temps, les images en teintes de gris ont 4 ou 8 bits de profondeur.

�

A l'instar des �
hiers texte, il y a peu de 
han
es d'avoir de tr�es longues s�equen
es de pixels ayant exa
tement

la même 
ouleur. Il est don
 int�eressant de pouvoir 
oder soit les pixels d'origine, soit les 
ouples (nombre de

r�ep�etitions, intensit�e de la teinte de gris). A�n de di��eren
ier 
es 
odes, plusieurs te
hniques sont possibles :

1. On peut rajouter un bit de 
ag avant 
haque 
ode. Si le bit est �a 0, les bits qui suivent 
orrespondent au


odage de la 
ouleur d'un pixel dans l'image d'origine, sinon ils repr�esente le format 
ompress�e. Dans 
e


as, pour une image 
od�ee sur 8 bits, on a int�erêt �a utiliser le format 
ompress�e d�es qu'on a une s�equen
e

d'au moins deux teintes identiques 
ons�e
utives.

2. Une autre te
hnique possible 
onsiste �a rajouter devant les 
odes au format 
ompress�e 
e qui 
orrespondait

�a notre � pour les �
hiers texte. Par exemple, si l'image d'origine a entre 128 et 255 teintes de gris, on

peut tr�es bien r�eserver l'o
tet 255 pour indiquer que 
e qui suit est un 
ode au format 
ompress�e. Dans 
e


as, pour une image 
od�ee sur 8 bits, on a int�erêt �a utiliser le format 
ompress�e d�es qu'on a une s�equen
e

d'au moins quatre teintes identiques 
ons�e
utives.

Chaque m�ethode a ses avantages et ses in
onv�enients. Supposons que, dans une image quel
onque ayant 250

teintes de gris, don
 une profondeur de 8 bits, p% des teintes soient <isol�ees>, q% soient des s�equen
es de 2 ou 3

teintes identiques (en moyenne, 
es s�equen
es sont de taille m) et 100� p� q% soient des s�equen
es d'au moins

4 teintes identiques (en moyenne elles sont de taille M). Le gain (en bits) de la premi�ere m�ethode est �egal �a :

p(9� 8) + q((1 + 2� 8)�m� 8) + (100� p� q)((1 + 2� 8)�M � 8)

100

se r�ep�ete + 1 o
tet indiquant le nombre de r�ep�etitions

1 + 2� 8 = 1 bit de 
ag + 1 o
tet repr�esentant la teinte qui

9 = 1 bit de 
ag + 1 o
tet non 
ompress�e (s�equen
e de moins de 2 teintes)

soit en
ore

p+ q(17�m� 8) + (100� p� q)(17�M � 8)

100

:

Lorsque 
ette valeur est n�egative, 
ela signi�e que l'en
odeur a 
ompress�e le �
hier d'entr�ee. Lorsqu'elle est

positive, il l'a expans�e. Le gain de la deuxi�eme m�ethode est quant �a lui �egal �a :

p(8� 8) + q(m� 8�m� 8) + (100� p� q)(3� 8�M � 8)

100

=

(100� p� q)(24� 8�M)

100

:
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La premi�ere m�ethode est don
 plus int�eressante que la deuxi�eme si et seulement si :

p+ q(17�m� 8) + (100� p� q)(17�M � 8)

100

�

(100� p� q)(24� 8�M)

100

� 0:

ou en
ore si et seulement si

p+ q(17�m� 8)� 7� (100� p� q) = 8p+ 24q � 8qm� 700 � 0:

Exemple 1 : Supposons qu'une image soit 
onstitu�ee de 90% de teintes isol�ees, 10% de s�equen
es de 2 ou

3 teintes identiques 
ons�e
utives, et de 10% de s�equen
es d'au moins 4 teintes identiques 
ons�e
utives.

Supposons de plus que parmi les s�equen
es de 2 ou 3 teintes identiques, 40% sont des s�equen
es de

longueur 2 et 60% sont des s�equen
es de longueur 3. Alors :

m = 40%� 2 + 60%� 3 = 2; 6:

Par 
ons�equent,

8p+ 24q � 8qm� 700 = 8� 90 + 24� 10� 8� 10� 2; 6� 700 = 20 � 0:

Don
 le deuxi�eme algorithme de 
ompression RLE est plus eÆ
a
e que le premier pour 
ompresser 
ette

image.

Supposons maintenant qu'il n'y avait pas 90% de teintes isol�ees et 10% de s�equen
es de 2 ou 3 teintes

identiques 
ons�e
utives, mais 85% de teintes isol�ees et 5% de s�equen
es de 2 ou 3 teintes identiques.

Alors :

8p+ 24q � 8qm� 700 = 8� 85 + 24� 5� 8� 5� 2; 6� 700 = �4 � 0:

Don
, dans 
e 
as, le premier algorithme 
ompresse mieux l'image que le deuxi�eme. �

1.5.4.3 Images en 
ouleurs

Dans les images en 
ouleurs, il est assez 
ommun de sto
ker 
haque pixel sous la forme de 3 o
tets, repr�esentant

respe
tivement l'intensit�e du pixel dans la 
ouleur rouge, verte et bleue. Si l'on veut utiliser RLE sur des pixels

de 
e type, il y a tr�es peu de 
han
es que l'on puisse obtenir une 
ompression quel
onque. En e�et, souvent

les pixels voisins ont en 
ommun une ou deux des trois intensit�es mais rarement les trois. On a don
 int�erêt �a

e�e
tuer du RLE sur 
ha
une des 
ouleurs RVB s�epar�ement. On se ram�ene alors �a l'algorithme pour les teintes

de gris sur 
ha
une de 
es 
ouleurs.

1.5.4.4 Balayage de l'image d'origine

Jusqu'�a maintenant nous avons toujours e�e
tu�e des balayages en suivant les lignes du bitmap. En fait, dans le


as de 
ertaines images, 
et algorithme n'est pas bien adapt�e. Consid�erons en e�et une image dans laquelle on

n'a que des traits verti
aux, 
omme dans la �gure 3. Dans 
e 
as, RLE ne peut rien 
ompresser du tout, alors

que si l'on avait balay�e l'image verti
alement, on aurait obtenu un tr�es bon taux de 
ompression.

Fig. 3: un bitmap mal 
ompress�e par un RLE ave
 balayage horizontal

De même, les traits auraient pu être en diagonale. Un bon 
ompresseur d'image RLE doit don
 balayer

l'image horizontalement, verti
alement et en zig-zag (
f. �gure 4), puis 
hoisir 
elui des trois balayages qui

permet d'atteindre le meilleur taux de 
ompression.
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balayage horizontal balayage vertival balayage en zig-zag

Fig. 4: les di��erents balayages

Le balayage en zigzag sera d�e
rit en d�etail dans la se
tion sur JPEG.

1.5.5 BinHex 4.0

BinHex 4.0 est un format de �
hier 
on�
u pour Ma
intosh par Yves Lempereur a�n de permettre des

transferts de �
hiers par r�eseau sans <pertes de donn�ees>. Pourquoi perdrait-on des donn�ees me direz-vous ? Eh

bien, il faut savoir que le 
ode ASCII est un 
ode �a 7 bits. Chaque 
ara
t�ere est don
 
od�e grâ
e �a un nombre

sur 7 bits. Cependant, le standard ASCII re
ommende pour des raisons de �abilit�e de rajouter un huiti�eme bit

de parit�e. Ainsi, un ordinateur re
evant un 
ara
t�ere devrait être en mesure grâ
e �a 
e dernier bit de d�eterminer

si 
e 
ara
t�ere est bien 
elui qu'il devait re
evoir ou bien s'il a �et�e <
orrompu> par un bus ou un p�eriph�erique

d�efe
tueux. Malheureusement, le standard ASCII ne pr�e
ise pas quand l'on doit obtenir un bit de parit�e �a 0 ou

�a 1. Aussi, a�n d'être plus rapides, en mode ASCII, 
ertains logi
iels de transfert ignorent-ils tout simplement

le dernier bit et ne transf�erent que les 7 bits du 
ode ASCII. C'est pourquoi l'id�ee d'Yves Lempereur �etait de

transformer tout �
hier, qu'il soit texte ou binaire, en �
hier texte (ASCII sur 8 bits dont seulement les sept

derniers sont signi�
atifs). Ainsi un �
hier BinHex peut être transf�er�e de mani�ere �able par n'importe quel

logi
iel de transfert. Le format d'un �
hier BinHex 4.0 est le suivant :

1. un premier en-tête indiquant que le �
hier en question est bien du BinHex :

(This file must be 
onverted with BinHex 4.0)

2. un deuxi�eme en-tête sp�e
i�ant les 
ara
t�eristiques du �
hier :


hamp taille

Longueur (L

1

) du nom du �
hier (1-63) 1 o
tet

Nom du �
hier L

1

o
tets

Version 1 o
tet

Type 1 long

Cr�eateur 1 long

Flags (And $F800) 1 word

Longueur (L

2

) de la zone de donn�ee 1 long

Longueur (L

3

) de la zone de ressour
e 1 long

CRC 1 word

Zone de donn�ee L

2

o
tets

CRC de la zone de donn�ee 1 word

Zone de ressour
e L

3

o
tets

CRC de la zone de ressour
e 1 word

3. le �
hier trait�e par BinHex est alors lu et est 
ompress�e par RLE. Le 
ara
t�ere 0x90 est utilis�e 
omme

indi
ateur de format 
ompress�e (l'� que l'on avait utilis�e pour les �
hiers texte). Le format 
ompress�e

est : (
ara
t�ere qui se r�ep�ete, 0x90, nombre de r�ep�etitions). Si 0x90 appartient au �
hier d'entr�ee, il est

suivi d'un <0> pour indiquer qu'il s'agit d'un 
ara
t�ere et non d'un marqueur. Exemple :


hâ�ne d'entr�ee 
hâ�ne de sortie

0x00 0x12 0x13 0x13 0x12 0xF6 0x00 0x12 0x13 0x13 0x12 0xF6

0x01 0x55 0x55 0x55 0x55 0x55 0x55 0x32 0x01 0x55 0x90 0x06 0x32

0x01 0x55 0x90 0x33 0x01 0x55 0x90 0x00 0x33

0x01 0x90 0x90 0x22 0x90 0x00 0x01 0x90 0x00 0x90 0x00 0x22 0x90 0x00 0x00

4. La 
hâ�ne en sortie de l'�etape 3 est alors 
onvertie en 
ara
t�eres ASCII (7 bits). Cette 
hâ�ne est en fait


onsid�er�ee 
omme une suite de bits. Ceux-
i sont divis�es en groupes de 6 bits, et 
haque groupe est alors
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onverti en l'un des 
ara
t�eres suivants :

!"#$g&'()*+,-0123456789�ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[`ab
defghijklmnpqr

Le �
hier de sortie est alors 
onstitu�e de lignes de 64 
ara
t�eres obtenus de la mani�ere d�e
rite 
i-dessus

(sauf la derni�ere ligne qui peut être plus petite). Chaque ligne est de plus pr�e
�ed�ee d'un 
ouple de < :>.

On voit don
 que la seule 
ompression r�ealis�ee par BinHex repose sur RLE.

1.6 Algorithmes RLE en langage C

1.6.1 Algorithme RLE pour des �
hiers textes

/* CG - prog-rle1.
 - 27/1/2000 */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

int main(int arg
, 
har **argv)

{

FILE *fi
_in, *fi
_out; /* fi
hiers d'entree et de sortie */

int repet=0; /* 
ompteur de repetition */


har buffer, sauve; /* le 
ara
tere 
ourant et le dernier 
ara
tere lu */

int i; /* un 
ompteur pour e
rire dans le fi
hier de sortie */

/* test des arguments */

if (arg
 != 3)

{

fprintf(stderr, "usage : rle fi
_entree fi
_sortie\n");

exit (EXIT_FAILURE);

}

/* premier parametre en entree : le nom du fi
hier a 
ompresser */

fi
_in = fopen(argv[1℄,"r");

if (fi
_in == NULL)

{

printf("impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", argv[1℄);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* deuxieme parametre en entree : le nom du fi
hier de sortie, i.e. 
ompresse */

fi
_out = fopen(argv[2℄,"w");

if (fi
_out == NULL)

{

printf("impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", argv[2℄);

f
lose(fi
_in);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* la 
ompression proprement dite */

/* pour simplifier, on ne lira qu'un 
ara
tere a la fois */

while (fread(&buffer,1,1,fi
_in))

{

if (repet)

{

if (buffer == sauve)

repet++;

else

{

if (repet >= 4)

fprintf(fi
_out,"�%
%
",(
har)repet,sauve);

else

for(i=0; i<repet; i++)

fprintf(fi
_out,"%
",sauve);

sauve = buffer;

repet = 1;

}

}

else

{

sauve = buffer;

repet++;

}

}

f
lose(fi
_in);

f
lose(fi
_out);

return(EXIT_SUCCESS);
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}

1.6.2 Algorithme RLE pour des images en noir et blan


/* CG - prog-rle2.
 - 30/1/2000 */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

/* in
lusion du fi
hier bitmap d'origine au format X11 bitmap */

#in
lude "fig_rle1.xbm"

int main ()

{

FILE *output; /* flux de sortie */

int i,j,index; /* index pour par
ourir le fi
hier d'entree */


har bit_aff; /* le bit 
ourant dans le fi
hier d'entree */

int 
urrent_bit; /* le dernier bit lu dans le fi
hier d'origine */

unsigned 
har 
ompteur; /* nombre de repetitions du dernier bit lu */

unsigned long output_size = 0; /* taille du fi
hier de sortie */

unsigned int taille; /* pour e
rire la taille du bitmap */

/* ouverture du fi
hier de sortie */

output = fopen("fig_rle1.rle", "w");

if (output == NULL)

{

fprintf(stderr, "impossible d'ouvrir le fi
her fig_rle1.rle\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture d'un en-tete : RLE suivi de la taille width * height */

/* les tailles etant 
odees 
ha
une sur quatre o
tets */

fprintf(output,"RLE");

taille = rle1_width;

fwrite(&taille,1,sizeof(int),output);

taille = rle1_height;

fwrite(&taille,1,sizeof(int),output);

output_size += 3 + 2 * sizeof(int);

/* 
ompression du fi
hier fig_rle1.xbm */

/* bou
le pour par
ourir toutes les lignes */

for (i=0, index=0; i<rle1_height; i++)

{

/* on 
onsidere que 
haque ligne 
ommen
e par un 
ertain nombre de blan
s */


urrent_bit = 0;


ompteur = 0;

/* on par
ourt tous les bits d'une ligne donnee */

for (j=0; j<rle1_width; j++)

{

/* on re
upere le bit numero index dans le bitmap */

bit_aff = (rle1_bits[index / 8℄ >> (index % 8)) % 2;

/* on regarde si 
e bit 
orrespond aux bits pre
edents */

if (bit_aff == 
urrent_bit)

{

/* s'il y a trop de bits 
onse
utifs (au moins 256) */

if (
ompteur == 255)

{

/* e
riture dans le fi
hier de sortie du nombre de repetitions */

fwrite(&
ompteur,1,1,output);

output_size ++;

/* e
riture de 0 bits de l'autre 
ouleur */


ompteur = 0;

fwrite(&
ompteur,1,1,output);

output_size ++;


ompteur ++;

}


ompteur++;

}

else

{

/* e
riture dans le fi
hier de sortie */

fwrite(&
ompteur,1,1,output);

output_size ++;

/* on met a jour le bit 
ourant */


urrent_bit = bit_aff;


ompteur = 1;

}

index++;
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}

/* e
riture des derniers bits lus dans la ligne */

fwrite(&
ompteur,1,1,output);

output_size ++;

}

/* fermeture de fi
hier de sortie et affi
hage de la taille */

f
lose(output);

printf("taille du fi
hier de sortie = %ld\n", output_size);

return(EXIT_SUCCESS);

}

1.7 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Comme indiqu�e dans le tableau 6, RLE permet de 
ompresser le �
hier se
tion1.tex ayant

38142 o
tets en un �
hier se
tion1.rle ayant 35936 o
tets. D'apr�es le tableau 5, 
e même �
hier est 
ompress�e

ave
 Ma
Write en un �
hier de 31862 o
tets. En�n, d'apr�es le tableau 2, le �
hier se
tion2.tex de 26924 o
tets

(en fait le �
hier est un peu plus gros, mais je n'ai 
omptabilis�e que les o
tets en
odables ave
 le morse) est

transform�e en morse en un �
hier de 29748 o
tets. Dans 
es 3 
as, 
al
ulez le taux et le fa
teur de 
ompression.

Exer
i
e 2 Cal
ulez le taux de 
ompression ainsi que le fa
teur de 
ompression de la phrase <taux de 
om-

pression> en
od�ee en Morse.

Exer
i
e 3 Re
ommen
ez l'exer
i
e mais en en
odant ave
 Ma
Write.

Exer
i
e 4 Compressez ave
 la version de RLE utilis�ee par MNP5 la phrase <abaabababbbbaaabbb>. Quel

est le taux de 
ompression ?

Exer
i
e 5 Soit le programme suivant :

int i,j;


har x;

for (i=0; i<26; i++)

for (j=0; j<10; j++)

printf("%
", x+j);

Cal
ulez le taux de 
ompression obtenu si l'on 
ompresse le 
ot de sortie ave
 la version de RLE utilis�e par

MNP5. Re
ommen
ez ave
 le programme suivant :

int i,j;


har x;

for (j=0; j<10; j++)

for (i=0; i<26; i++)

printf("%
", x+j);

Exer
i
e 6 Quel est le taux de 
ompression d'une image noir et blan
 toute blan
he de taille 255�10 
ompress�ee

ave
 RLE? Quel est le taux si l'image est toute noire ?

Exer
i
e 7 On 
onsid�ere un programme de 
ompression Comp qui lit un �
hier d'entr�ee fi
 in et qui �e
rit en

sortie un �
hier 
ompress�e fi
 out. On suppose que les 
ara
t�eres du �
hier sont 
od�es sur 3 bits, 
'est-�a-dire

qu'il n'y a que 8 
ara
t�eres possibles : a

i

, i = 1; : : : ; 8. Le programme e�e
tue une premi�ere passe qui 
onsiste �a


al
uler les fr�equen
es d'apparition des di��erents 
ara
t�eres, n

i

, i = 1; : : : ; 8. Dans une deuxi�eme passe, il trie les

fr�equen
es par ordre d�e
roissant (les ex-aequos sont tri�es dans n'importe quel ordre) et a�e
te au 
ara
t�ere de

plus grande fr�equen
e le 
ode binaire <1>, au suivant le 
ode <01>, et au troisi�eme le 
ode <00>, et aux suivants

les 
odes <001>, <010>, <011>, <0110> et <0101>. En�n, le programme �e
rit fi
 out �a partir de fi
 in en

rempla�
ant 
haque 
ara
t�ere par son 
ode.
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1/ Montrez que 
e programme 
ompresse toujours stri
tement le �
hier d'entr�ee.

2/ Est-
e que 
ela 
ontredit la proposition 1 ? Si vous pensez que la r�eponse est oui, vous me 
opierez 100 fois

<Non, le prof de maths n'�e
rit pas n'importe quoi dans son 
ours>, si vous pensez que la r�eponse est non, vous

�e
happez �a la punition 
i-dessus, mais vous devez me justi�er votre r�eponse.

Exer
i
e 8 Programmez un algorithme de 
ompression Ma
Write. Vous pourrez utiliser ave
 pro�t les �
hiers

prog-bitio.h et prog-bitio.
 qui se trouvent dans le r�epertoire 
ommun 
onsa
r�e �a Visual C++.
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2 Les m�ethodes statistiques

L'id�ee des m�ethodes statistiques est d'utiliser des 
odes de longueurs variables pour en
oder les di��erents

o
tets du 
ot d'entr�ee. En fait, elles a�e
tent aux donn�ees qui apparaissent souvent dans le 
ux d'entr�ee des


odes de petites tailles et des 
odes de tailles plus �elev�ees aux donn�ees qui n'interviennent pas <trop> dans le


ux d'entr�ee. Ce type de 
odage pose deux probl�emes prin
ipaux :

1. 
omment a�e
ter aux symboles du 
ux d'entr�ee des 
odes de mani�ere �a pouvoir d�e
oder 
eux-
i de mani�ere

non ambig�ue.

2. 
omment a�e
ter les 
odes de mani�ere �a minimiser la taille du 
ot de sortie.

A�n de r�epondre �a la deuxi�eme question, nous allons introduire quelques notions de th�eorie de l'information.

2.1 introdu
tion �a la th�eorie de l'information

Nous savons tous intuitivement 
e qu'est une information, mais il nous est diÆ
ile d'en donner une d�e�nition

pr�e
ise. On sait intuitivement 
r�eer une relation d'ordre sur <l'informativit�e> d'ensembles de donn�ees. Par

exemple, on sait que l'assertion <quand j'ai lan
�e 
ette pi�e
e de monnaie, elle est retomb�ee soit sur pile, soit

sur fa
e> fournit moins d'information que <quand j'ai lan
�e la pi�e
e, elle est retomb�ee sur pile>. Mais tout 
ela

reste tr�es intuitif et il semble �a premi�ere vue diÆ
ile de 
ara
t�eriser pr�e
is�ement dans quel 
as un message va

être plus ou moins informatif qu'un autre. On peut se dire que plus le message est long, plus il 
ontient de

l'information, mais 
e n'est pas vrai. Par exemple, la phrase <
e pentium 4 tourne �a 1,7Ghz> n'est pas plus

informative que <
e pentium tourne �a 1,7Ghz> 
ar on sait que seuls les pentiums 4 peuvent tourner �a 
ette

vitesse. Pire en
ore, une phrase peut être plus longue et moins informative : <je suis �a l'universit�e en 3

�eme


y
le>

est moins informatif que <je suis en DEA>.

La th�eorie de l'information, d�evelopp�ee par Claude Shannon aux Bell Labs dans les ann�ees 40, permet

de 
ara
t�eriser math�ematiquement 
ette notion <d'informativit�e>. Plus exa
tement, elle permet de quanti�er,

de mesurer l'information et de donner une r�eponse num�erique �a la question <quelle quantit�e d'information

est 
ontenue dans telle ou telle donn�ee>. Autrement dit, 
ette th�eorie permet de 
onstruire une �e
helle sur

<l'informativit�e> des donn�ees. Et 
'est parti
uli�erement int�eressant 
ar 
ela va nous permettre de 
omparer

l'informativit�e exprim�ee par di��erents 
odages. Si deux 
odes de tailles di��erentes 
ontiennent la même quantit�e

d'information, le plus petit 
orrespond �a une 
ompression du plus grand. La suite de 
ette sous-se
tion n'est pas

fond�ee dire
tement sur le 
�el�ebre arti
le de 1948 de Shannon, <The Mathemati
al Theory of 
ommuni
ation>,

Bell System Te
hni
al Journal, 27, 379{423 ; 623{656, qui est en
ore disponible sur la page web des rapports

te
hniques des Bell Labs, mais plutôt sur le livre de Khin
hin : <Mathemati
al Foundations of Information

Theory>, Dover, 1957.

2.1.1 L'entropie de Shannon : une quanti�
ation de l'information

Soit 
 = fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g un univers �ni et soient P (�) et Q(�) deux lois de probabilit�e sur 
et univers. Rap-

pelons que, par d�e�nition, les a

i

sont les �ev�enements �el�ementaires. D'apr�es Kolmogoro�, il suÆt de d�eterminer

les valeurs de 
es deux lois pour les �ev�enements a

i

pour que 
elles-
i soient d�e�nies sans ambigu��t�e sur l'en-

semble des �ev�enements de 
. Ainsi, dans la suite, nous ne nous servirons que des probabilit�es des �ev�enements

�el�ementaires :

D�e�nition 8 (s
h�ema) : Soit 
 = fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g un espa
e probabilis�e, de probabilit�e P (�). Pour tout i,

notons P

i

= P (a

i

). On appelle s
h�ema l'ensemble des a

i

, muni des P

i

. On le note de la mani�ere suivante :

A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

:

Les deux lois P (�) et Q(�) d�e
rivent des �etats d'in
ertitude di��erents sur l'univers 
. Par exemple, supposons

que 
 = fpile,fa
eg et que P (�) et Q(�) soient tels que :

P (pile) = 0; 5 P (fa
e) = 0; 5 Q(pile) = 0; 99 Q(fa
e) = 0; 01:

Il est bien �evident que le r�esultat d'un jet d'une pi�e
e r�egi par la loi P (�) est beau
oup plus in
ertain que 
elui

d'une pi�e
e r�egi par la loi Q(�). En e�et, dans le premier 
as, il y autant de 
han
es de tomber sur pile que sur
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fa
e, tandis que dans le se
ond, on est �a peu pr�es sûr de tomber sur pile. Il serait don
 int�eressant de pouvoir

quanti�er l'in
ertitude d�e
rite par di��erents s
h�emas sur 
. Dans son arti
le de 1948, Claude Shannon proposa


omme mesure d'in
ertitude l'entropie :

D�e�nition 9 (entropie de Shannon) : Soit A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

un s
h�ema. On appelle entropie

de Shannon la fon
tion H(�) d�e�nie par :

H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) = �

n

X

k=1

P

k

logP

k

;

o�u la base du logarithme est arbitraire, mais �x�ee une fois pour toutes si l'on 
ompare l'entropie de plusieurs

s
h�emas, et o�u la fon
tion p log p est prolong�ee par 0 en p = 0.

Pourquoi utiliser 
ette fon
tion 
omme mesure d'in
ertitude ? Eh bien, elle poss�ede un 
ertain nombre de

propri�et�es que l'on aimerait bien retrouver dans une mesure d'in
ertitude. Voi
i quelques unes de 
es propri�et�es :

Propri�et�es de l'entropie de Shannon :

1. H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) � 0 pour tout fP

1

; : : : ; P

n

g. De plus, H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) = 0 si et seulement si un des

P

i

est �egal �a 1 et tous les autres sont �egaux �a 0.

2. Pour un n �x�e, l'entropie est maximale si et seulement si P

i

= 1=n pour tout i.

3. H(P

1

; : : : ; P

n

; 0) = H(P

1

; : : : ; P

n

).

4. H(�) est une fon
tion symm�etrique de ses arguments.

5. Soient deux s
h�emas A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

et B =

�

b

1

b

2

: : : b

m

Q

1

Q

2

: : : Q

m

�

ind�ependants, 
'est-

�a-dire que la probabilit�e que les �ev�enements a

i

se r�ealisent est ind�ependante de la r�ealisation des b

j

et

vi
e versa. Soit AB le s
h�ema 
orrespondant �a la r�ealisation jointe des �ev�enements a

i

et b

j

, autrement

dit :

AB =

�

a

1

b

1

: : : a

i

b

j

: : : a

n

b

m

P

1

Q

1

: : : P

i

Q

j

: : : P

n

Q

m

�

:

Alors H(P

1

Q

1

; : : : ; P

n

Q

m

) = H(P

1

; : : : ; P

n

) +H(Q

1

; : : : ; Q

m

).

6. Soient deux s
h�emas A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

et B =

�

b

1

b

2

: : : b

m

Q

1

Q

2

: : : Q

m

�

(mutuellement)

d�ependants. Soit AB le s
h�ema 
orrespondant �a la r�ealisation jointe des �ev�enements a

i

et b

j

. No-

tons P

ij

la probabilit�e d'une telle r�ealisation et notons R

ij

la probabilit�e que l'�ev�enement b

j

se r�ealise

sa
hant que l'�ev�enement a

i

s'est r�ealis�e. Alors :

H(P

11

; : : : ; P

nm

) = H(P

1

; : : : ; P

n

) +

n

X

i=1

P

i

H

i

(Q

1

; : : : ; Q

m

);

o�u H

i

(Q

1

; : : : ; Q

m

) = �

m

X

j=1

R

ij

logR

ij

.

La propri�et�e 1 montre que l'entropie est nulle si et seulement si l'un des �ev�enements a

i

est 
ertain, et don


tous les autres sont impossibles. Dans 
e 
as, il est bien �evident qu'il n'y a pas d'in
ertitude dans le s
h�ema

puisque l'on sait quel �ev�enement va se r�ealiser. La propri�et�e 2, quant �a elle, indique qu'il n'y a pas de situation

plus in
ertaine que 
elle o�u tous les �ev�enements �el�ementaires ont autant de 
han
es de se r�ealiser les uns que

les autres. La propri�et�e 3 pr�e
ise que si l'on rajoute un �ev�enement impossible �a l'ensemble des �ev�enements

�el�ementaires, 
ela ne 
hange pas l'in
ertitude du s
h�ema. La propri�et�e 5 montre que lorsque deux s
h�emas sont

ind�ependants, l'in
ertitude sur les �ev�enements qui vont se r�ealiser dans les deux s
h�emas est la somme des

in
ertitudes li�ees �a 
ha
un des s
h�emas. Par exemple, supposons que l'on ait deux pi�e
es de monnaie, et que


ha
une des pi�e
es a autant de 
han
es de tomber sur pile que sur fa
e. Si l'on fait un pari sur le r�esultat du

jet de la premi�ere pi�e
e, on a une 
han
e sur deux de se tromper. Si l'on parie sur le r�esultat des jets des deux
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pi�e
es, il y a quatre r�esultats �equiprobables possibles. La deuxi�eme situation est don
 plus in
ertaine que la

premi�ere. La propri�et�e 6 montre que l'in
ertitude sur la r�ealisation jointe de deux �ev�enements d�ependants est la

somme de l'in
ertitude sur la r�ealisation du premier �ev�enement et de l'in
ertitude sur le deuxi�eme �ev�enement

sa
hant la r�ealisation du premier.

D�emonstration des propri�et�es 
i-dessus :

Propri�et�e 1 : les P

k

sont des probabilit�es, don
 
e sont des nombres 
ompris entre 0 et 1. Don
, pour P

k

6= 0,

�P

k

logP

k

� 0. Puisque p log p est prolong�ee par 0 en p = 0, pour tout P

k

2 [0; 1℄, �P

k

logP

k

� 0 et

don
 H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) � 0 pour tout fP

1

; : : : ; P

n

g. Si P

k

62 f0; 1g, alors P

k

logP

k

> 0. Par 
ons�equent une


ondition n�e
essaire pour que H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) = 0 est que les P

k

appartiennent �a f0; 1g. Or les P

k

sont les

probabilit�es des �ev�enements �el�ementaires. Par 
ons�equent,

P

n

k=1

P

k

= 1. Don
 une 
ondition n�e
essaire pour

que H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) = 0 est que l'un des P

k

soit �egal �a 1 et tous les autres �a 0. C'est aussi une 
ondition

suÆsante puisque 0 log 0 = 0 et 1 log 1 = 0.

Propri�et�e 2 : On sait que toute fon
tion 
onvexe ' de R ! R v�eri�e pour tous x

1

; : : : ; x

n

positifs la propri�et�e

suivante :

'

 

1

n

n

X

i=1

x

i

!

�

1

n

n

X

i=1

'(x

i

):

Par 
ons�equent, pour x

i

= P

i

et '(x) = x logx, on obtient :

'

�

1

n

�

=

1

n

log

1

n

=

 

1

n

n

X

i=1

P

i

!

log

 

1

n

n

X

i=1

P

i

!

�

1

n

n

X

i=1

P

i

logP

i

= �

1

n

H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

):

Par 
ons�equent,

H(P

1

; P

2

; : : : ; P

n

) � logn = H

�

1

n

; : : : ;

1

n

�

:

Propri�et�e 3 : H(P

1

; : : : ; P

n

; 0) = �

n

X

i=1

P

i

logP

i

� 0 log 0 = �

n

X

i=1

P

i

logP

i

= H(P

1

; : : : ; P

n

).

Propri�et�e 4 : �evident vu la d�e�nition de l'entropie.

Propri�et�e 5 : H(P

1

Q

1

; : : : ; P

n

Q

m

) = �

n

X

i=1

m

X

j=1

P

i

Q

j

log(P

i

Q

j

) = �

n

X

i=1

m

X

j=1

P

i

Q

j

(logP

i

+ logQ

j

)

= �

n

X

i=1

P

i

logP

i

m

X

j=1

Q

j

�

m

X

j=1

Q

j

logQ

j

n

X

i=1

P

i

. Or on sait que

n

X

i=1

P

i

=

m

X

j=1

Q

j

= 1. Par 
ons�equent,

H(P

1

Q

1

; : : : ; P

n

Q

m

) = �

n

X

i=1

P

i

logP

i

�

m

X

j=1

Q

j

logQ

j

= H(P

1

; : : : ; P

n

) +H(Q

1

; : : : ; Q

m

):

Propri�et�e 6 : P

ij

est la probabilit�e que les �ev�enements a

i

et b

j

se r�ealisent. Autrement dit, P

ij

= P (a

i

; b

j

).

Or, on sait, d'apr�es la formule bien 
onnue du 
ours de probabilit�e, que P (a

i

; b

j

) = P (a

i

) � P (b

j

ja

i

). Notons

R

ij

= P (b

j

ja

i

). Alors P

ij

= P

i

R

ij

. Don


H(P

11

; : : : ; P

nm

) = �

n

X

i=1

m

X

j=1

P

ij

log(P

ij

) = �

n

X

i=1

m

X

j=1

P

i

R

ij

(logP

i

+ logR

ij

)

= �

n

X

i=1

P

i

logP

i

m

X

j=1

R

ij

�

n

X

i=1

P

i

m

X

j=1

R

ij

logR

ij

:

Or,

m

X

j=1

R

ij

=

m

X

j=1

P (b

j

ja

i

) = 1 quel que soit i et �

m

X

j=1

R

ij

logR

ij

= H

i

(Q

1

; : : : ; Q

m

). Don


H(P

11

; : : : ; P

nm

) = �

n

X

i=1

P

i

logP

i

+

n

X

i=1

P

i

H

i

(Q

1

; : : : ; Q

m

) = H(P

1

; : : : ; P

n

) +

n

X

i=1

P

i

H

i

(Q

1

; : : : ; Q

m

):

�
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Lorsque l'on r�ealise une exp�erien
e (al�eatoire), on part d'un s
h�ema 
ontenant de l'in
ertitude (un 
ertain

nombre d'�ev�enements peuvent se r�ealiser, mais on ne sait pas lequel 
ela va être) et, une fois l'exp�erien
e ter-

min�ee, on sait quel �ev�enement s'est r�ealis�e. Par 
ons�equent, la r�ealisation de l'exp�erien
e a permis d'obtenir des

informations et l'in
ertitude du s
h�ema est 
ompl�etement �elimin�ee. Ainsi, on peut dire que l'information qui

nous est fournie par le r�esultat d'une exp�erien
e al�eatoire sur un s
h�ema 
onsiste �a �eliminer l'in
ertitude qui

existait avant que l'exp�erien
e ne soit r�ealis�ee. Par 
ons�equent, plus l'in
ertitude sur le s
h�ema �etait grande, plus

la quantit�e d'information obtenue pour �eliminer 
ette in
ertitude est grande. Si l'on repr�esente l'in
ertitude sur

un s
h�ema A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

par H(P

1

; : : : ; P

n

), alors il est naturel d'exprimer la quantit�e d'informa-

tion apport�ee par l'�elimination de 
ette in
ertitude par une fon
tion 
roissante de H(P

1

; : : : ; P

n

). En fait, il est

pratique de prendre une fon
tion lin�eaire. En e�et, si A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

et B =

�

b

1

b

2

: : : b

m

Q

1

Q

2

: : : Q

m

�

sont des s
h�emas ind�ependants, on a vu que H(P

1

Q

1

; : : : ; P

n

Q

m

) = H(P

1

; : : : ; P

n

)+H(Q

1

; : : : ; Q

m

). Autrement

dit, l'in
ertitude sur le s
h�ema AB est la somme des in
ertitudes des s
h�emas A et B. Il est don
 logique de


onsid�erer que l'information n�e
essaire pour �eliminer l'in
ertitude sur le s
h�ema AB est la somme des informa-

tions pour �eliminer l'in
ertitude de A et pour �eliminer 
elle de B.

2.1.2 Uni
it�e de la quanti�
ation d'information

Nous venons de voir dans la sous-se
tion pr�e
�edente que l'entropie poss�ede un 
ertain nombre de propri�et�es

que l'on aimerait retrouver dans une mesure d'information. Nous allons voir maintenant qu'en fait 
'est la seule

fon
tion qui v�eri�e 
es propri�et�es. Plus exa
tement, nous allons d�emontrer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1 (uni
it�e des mesures d'information) : Soit H(P

1

; : : : ; P

n

) une fon
tion d�e�nie pour tout

entier n et pour tous r�eels positifs ou nuls P

1

; : : : ; P

n

tels que

P

n

i=1

P

i

= 1. Si, pour tout n, 
ette fon
tion

est 
ontinue par rapport �a ses arguments et si elle v�eri�e les trois propri�et�es suivantes :

1. Pour n �x�e et pour P

1

; : : : ; P

n

tels que

P

n

i=1

P

i

= 1, la valeur maximale de H(P

1

; : : : ; P

n

) est atteinte

lorsque P

i

= 1=n pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

2. Soient A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

et B =

�

b

1

b

2

: : : b

m

Q

1

Q

2

: : : Q

m

�

deux s
h�emas, et soient R

ij

la

probabilit�e que l'�ev�enement b

j

se r�ealise sa
hant que l'�ev�enement a

i

s'est r�ealis�e et P

ij

la probabilit�e

jointe de a

i

et b

j

. Alors :

H(P

11

; : : : ; P

nm

) = H(P

1

; : : : ; P

n

) +H

A

(Q

1

; : : : ; Q

m

), o�u H

A

(Q

1

; : : : ; Q

m

) =

n

X

i=1

P

i

H(R

i1

; : : : ; R

im

):

3. H(P

1

; : : : ; P

n

; 0) = H(P

1

; : : : ; P

n

).

Alors H(P

1

; : : : ; P

n

) = ��

n

X

i=1

P

i

logP

i

, o�u � est une 
onstante positive ou nulle.

D�emonstration du th�eor�eme 1 : A�n de simpli�er les notations de la d�emonstration, nous allons poser :

L(n) = H

�

1

n

;

1

n

; : : : ;

1

n

�

:

La d�emonstration va être e�e
tu�ee en deux parties : premi�erement, nous allons montrer que L(n) = � logn,

qui est le 
as parti
ulier de H(P

1

; : : : ; P

n

) = ��

n

X

i=1

P

i

logP

i

pour tous les P

i

�egaux �a 1=n ; dans un deuxi�eme

temps, nous allons g�en�eraliser 
e r�esultat �a n'importe quels P

i

.

Premi�ere partie : L(n) = � logn

D'apr�es les propri�et�es 1 et 3 du th�eor�eme, on a for
�ement :

L(n) = H

�

1

n

;

1

n

; : : : ;

1

n

; 0

�

� H

�

1

n+ 1

;

1

n+ 1

; : : : ;

1

n+ 1

�

= L(n+ 1):
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Par 
ons�equent, L(n) est une fon
tion non d�e
roissante de n. Consid�erons maintenant deux entiers positifs m

et r, ainsi que m s
h�emas �nis mutuellement ind�ependants S

1

; : : : ; S

m

tels que 
ha
un des s
h�emas 
ontient r

�ev�enements �equiprobables. Notons

H(S

k

) = H

�

1

r

;

1

r

; : : : ;

1

r

�

l'entropie de 
haque s
h�ema S

k

. On sait que H(S

k

) = L(r). D'apr�es la propri�et�e 2 du th�eor�eme, lorsque deux

s
h�emasA =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

et B =

�

b

1

b

2

: : : b

m

Q

1

Q

2

: : : Q

m

�

sont ind�ependants, on aH(P

1

Q

1

; : : : ; P

n

Q

m

)

= H(P

1

; : : : ; P

n

)+H(Q

1

; : : : ; Q

m

) 
ar les R

ij

de la propri�et�e 2 sont, dans 
e 
as, �egaux aux Q

j

. Par r�e
urren
e,

on obtient don
 :

H(S

1

S

2

: : : S

m

) =

m

X

i=1

H(S

i

) = mL(r):

Or, le produit des s
h�emas S

1

; : : : ; S

m


orrespond �a un s
h�ema ayant r

m

�ev�enements �equiprobables. Par


ons�equent, son entropie est �egale �a L(r

m

). Don
 :

L(r

m

) = mL(r): (1)

De la même mani�ere, pour tout autre 
ouple d'entiers positif n et s,

L(s

n

) = nL(s): (2)

Maintenant, 
hoisissons les nombres n, r et s arbitrairement, et s�ele
tionnons m de telle mani�ere que m soit

d�etermin�e par les in�egalit�es suivantes :

r

m

� s

n

� r

m+1

: (3)

Alors :

m log r � n log s � (m+ 1) log r;

m

n

�

log s

log r

�

m

n

+

1

n

:

(4)

D'apr�es l'�equation (3) et la monotonie de la fon
tion L(n), il r�esulte que :

L(r

m

) � L(s

n

) � L(r

m+1

):

Don
, d'apr�es les �equations (1) et (2),

mL(r) � nL(s) � (m+ 1)L(r);

de telle sorte que :

m

n

�

L(s)

L(r)

�

m

n

+

1

n

: (5)

Don
, d'apr�es les �equations (4) et (5),

�

�

�

�

L(s)

L(r)

�

log s

log r

�

�

�

�

�

1

n

:

Or, la partie gau
he de l'in�egalit�e est ind�ependante de n (nous avons 
hoisi r et s arbitrairement), et n peut

être 
hoisi arbitrairement grand. Par 
ons�equent, en faisant tendre n vers +1, on obtient :

L(s)

L(r)

=

log s

log r

:

Puisque r et s sont arbitraires, il s'ensuit que, pour tout x, L(x) = � log x, o�u � est une 
onstante arbitraire.

D'apr�es la monotonie de la fon
tion L(n), on a for
�ement � � 0, 
e qui 
on
lut la premi�ere partie de la

d�emonstration.
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Deuxi�eme partie : Le 
as g�en�eral

Consid�erons maintenant des nombres rationnels P

k

, k 2 f1; : : : ; ng. Posons :

P

k

=

g

k

g

; 8 k 2 f1; : : : ; ng;

o�u les g

k

sont des entiers positifs ou nuls et o�u g =

n

X

k=1

g

k

. Soit A =

�

a

1

a

2

: : : a

n

P

1

P

2

: : : P

n

�

un s
h�ema �ni.

Le probl�eme auquel on est 
onfront�e est de d�e�nir une entropie sur A. Pour 
ela, 
onsid�erons un s
h�ema B,

d�ependant de A, d�e�ni de la mani�ere suivante : B 
ontient g �ev�enements b

1

; : : : ; b

g

. Les b

i

sont alors regroup�es

en n groupes 
ontenant respe
tivement g

1

; : : : ; g

n

�ev�enements. Si a

k

se r�ealise dans le s
h�ema A, alors, dans le

s
h�ema B, tous les g

k

�ev�enements du k

�eme

groupe ont une probabilit�e 1=g

k

, et tous les �ev�enements des autres

groupes ont une probabilit�e �egale �a 0.

Par exemple, si A =

�

a

1

a

2

a

3

1=6 2=6 3=6

�

, alors B =

�

b

1

b

2

b

3

b

4

b

5

b

6

Q

1

Q

2

Q

3

Q

4

Q

5

Q

6

�

. Le groupe 1 est


onstitu�e de fb

1

g, le groupe 2 de fb

2

; b

3

g et le groupe 3 de fb

4

; b

5

; b

6

g. De plus,

(Q

1

; Q

2

; Q

3

; Q

4

; Q

5

; Q

6

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

(1; 0; 0; 0; 0; 0) si a

1

se r�ealise,

�

0;

1

2

;

1

2

; 0; 0; 0

�

si a

2

se r�ealise,

�

0; 0; 0;

1

3

;

1

3

;

1

3

�

si a

3

se r�ealise.

Lorsqu'un �ev�enement a

k

se r�ealise dans le s
h�ema A, le s
h�ema B se r�eduit �a un syst�eme de g

k

�ev�enements

�equiprobables (
eux du k

�eme

groupe). Don
, l'entropie 
onditionnelle

H

k

(B) = H

�

1

g

k

;

1

g

k

; : : : ;

1

g

k

�

= L(g

k

) = � log g

k

;

et, d'apr�es la propri�et�e 2 du th�eor�eme,

H

A

(B) =

n

X

k=1

P

k

H

k

(B) = �

n

X

k=1

P

k

log g

k

= �

n

X

k=1

P

k

logP

k

+ � log g: (6)

Revenons au s
h�ema produit AB. Celui-
i est 
onstitu�e d'�ev�enements a

k

b

l

, 1 � k � n, 1 � l � g. Un tel

�ev�enement est r�ealisable si et seulement si b

l

appartient au k

�eme

groupe. Par 
ons�equent, pour un k donn�e,

le nombre d'�ev�enements a

k

b

l

r�ealisables est g

k

. Don
 le nombre total d'�ev�enements r�ealisables dans le s
h�ema

AB est �egal �a

P

n

k=1

g

k

= g. La probabilit�e de 
haque �ev�enement a

k

b

l

est �egale �a P

k

=g

k

= 1=g. Ainsi, AB est


onstitu�e d'�ev�enements impossibles (probabilit�e = 0) et d'�ev�enements �equiprobables. Par 
ons�equent, d'apr�es

la propri�et�e 3 du th�eor�eme et la premi�ere partie de la d�emonstration,

H(AB) = L(g) = � log g:

D'apr�es la propri�et�e 2 et l'�equation (6),

� log g = H(A) + �

n

X

k=1

P

k

logP

k

+ � log g;

et don


H(A) = H(P

1

; : : : ; P

n

) = ��

n

X

k=1

P

k

logP

k

: (7)

Pour 
on
lure, l'�equation (7) n'a �et�e montr�ee que pour des P

k

rationnels, mais elle reste valable pour n'importe

quels nombres r�eels d'apr�es l'hypoth�ese de 
ontinuit�e de la fon
tion H(�). �
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2.1.3 Appli
ation au 
odage

Commen�
ons par un exemple simple : on va jouer �a pile ou fa
e. On sait qu'avant de lan
er la pi�e
e, 
elle-
i

peut retomber sur pile ou fa
e. On doit lan
er la pi�e
e pour �eliminer 
ette in
ertitude. Le r�esultat du jet peut

être exprim�e �a l'aide des mots pile et fa
e, oui et non, ou en
ore des bits 0 et 1. Don
 un simple bit suÆt

pour repr�esenter l'in
ertitude sur la fa
e sur laquelle va retomber la pi�e
e. Cet exemple est relativement trivial,

mais 
e qui est important 
'est qu'il peut être ais�ement g�en�eralis�e �a d'autres situations. En fait, beau
oup de

probl�emes pratiques peuvent s'exprimer �a l'aide d'un 
ertain nombre de bits. Le probl�eme r�eside alors dans la

re
her
he du nombre minimal de bits (ou de questions oui/non) pour exprimer le probl�eme.

Deuxi�eme exemple : on a un jeu de 64 
artes. Pour simpli�er, appelons les 
artes par un num�ero plutôt que

par leur vrai nom (valet de pique,. . .). Je tire une 
arte au hasard et je vous demande de trouver quelle est 
ette


arte, autrement dit de trouver �a quel nombre elle 
orrespond. Notre probl�eme, tel que nous l'avons formul�e

dans le paragraphe pr�e
�edent est de trouver le nombre minimum de questions oui/non qu'il faut poser pour être

sûr de lo
aliser la 
arte en question. On sait bien que pour trouver le plus rapidement possible un nombre dans

un intervalle, la m�ethode la plus rapide est une di
hotomie. Autrement dit, on va poser une premi�ere question :

<est-
e que le nombre est 
ompris entre 1 et 32>, puis en fon
tion du r�esultat, <est-
e que le nombre est 
ompris

entre 1 et 16> ou <entre 33 et 48>, et ainsi de suite. Comme on s�epare toujours l'intervalle en 2, le nombre

de questions n�e
essaires pour trouver �a 
oup sûr la 
arte est le plus petit nombre entier N tel que 2

N

� 64.

Don
 N = dlog

2

64e = 6. Par 
ons�equent, 6 est le nombre minimum de bits dont on a besoin pour r�esoudre le

probl�eme.

Passons maintenant �a un probl�eme plus pratique. Prenons un transmetteur qui envoie des donn�ees sur une

ligne de 
ommuni
ation, un modem par exemple. Pour être plus g�en�eral, on supposera que les donn�ees transmises

ne le sont pas en binaire, mais qu'elles le sont dans un alphabet �a n symboles, fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g. On peut don



oder 
haque symbole sur un digit en base n, 
e qui signi�e qu'on utilise log

2

n bits pour 
oder les symboles.

Supposons que le transmetteur envoie s symboles par unit�e de temps. Puisque l'on a vu que 
haque symbole

�etait �equivalent �a log

2

n bits, on peut en 
on
lure que le transmetteur envoie s log

2

n bits d'information par

unit�e de temps. Autrement dit,

H = s log

2

n est la quantit�e d'information transmise par unit�e de temps.

Supposons maintenant que 
haque symbole a

i

appararaisse dans le message transmis ave
 une probabilit�e P

i

.

Si toutes les probabilit�es des symboles sont �egales, P

i

= P = 1=n. Par 
ons�equent, puisque H = s log

2

n, on

peut exprimer H de la mani�ere suivante : H = s log

2

(1=P ) = �s log

2

P = �s

P

n

i=1

P

i

log

2

P

i

. La quantit�e

d'information transmise par unit�e de temps est don
 �egale �a moins s fois la somme des P

i

log

2

P

i

. On 
omprend

don
 que �sP

i

log

2

P

i

est la 
ontribution de 
haque symbole �a la quantit�e d'information transmise par unit�e

de temps. On retrouve i
i l'entropie que nous avions vu dans les sous-se
tions pr�e
�edentes. Cette formule se

g�en�eralise bien �evidemment au 
as o�u les P

i

ne sont pas tous identiques puisque H repr�esente la quantit�e

d'information transmise par unit�e de temps :

H =

n

X

i=1

H

i

= �s

n

X

i=1

P

i

log

2

P

i

:

La quantit�e moyenne d'information transmise par symbole (un digit en base n) est don
 �egale �a H=s, ou en
ore

�

P

n

i=1

P

i

log

2

P

i

. Par analogie l'entropie d'un seul symbole a

i

est �P

i

log

2

P

i

. Elle 
orrespond �a l'information

apport�ee en moyenne par a

i

lorsque l'on transmet un symbole au hasard. La pla
e �a r�eserver pour a

i

est alors

�egale �a �nP

i

log

2

P

i

bits. On voit d�ej�a se pro�ler un 
odage des symboles ave
 des tailles variables puisqu'il n'y

a au
une raison que les �P

i

log

2

P

i

soient tous �egaux entre eux.

Nous avions vu dans les sous-se
tions pr�e
�edentes que l'entropie �etait maximale lorsque tous les P

i

�etaient

identiques. Autrement dit, le nombre de bits n�e
essaires pour 
oder un message est plus grand quand, en

moyenne, tous les symboles apparaissent autant de fois les uns que les autres dans le message. Un tel message

ne 
ontient en prin
ipe que des donn�ees al�eatoires. On remarque qu'il ne peut être 
ompress�e : en e�et les

entropies de tous les symboles sont �egales �a

log

2

n

n

, et don
 la taille minimale pour 
oder 
haque symbole est

log

2

n, 
e qui �etait d�ej�a la taille de son 
odage d'origine.

A�n de savoir si un 
odage des symboles est optimal, on peut d�e�nir la redondan
e dans les donn�ees :



Se
tion 2. Les m�ethodes statistiques 27

D�e�nition 10 (redondan
e dans les donn�ees) : Soit un alphabet fa

1

; : : : ; a

n

g. Soit un 
ode sur un

message ou une donn�ee tel que la longueur des 
odes des a

i

est k

i

. La redondan
e R de 
e message est �egale

�a la di��eren
e entre le nombre de bits utilis�es en moyenne pour 
oder un symbole du message et le nombre

moyen de bits n�e
essaires (autrement dit l'entropie du message) :

R =

n

X

i=1

P

i

k

i

�

n

X

i=1

P

i

log

2

P

i

:

Bien �evidemment, lorsque R = 0, les donn�ees sont 
ompress�ees au maximum puisque le 
ode n'utilise pas

plus de bits que ne le requiert l'entropie, et que l'entropie 
orrespond au nombre de bits minimum n�e
essaires

pour sto
ker le message.

Exemple 2 : Consid�erons un alphabet 
ontenant 4 symboles, a

1

, a

2

, a

3

, a

4

, dont les probabilit�es d'apparition

sont toutes �egales �a 0,25. Si l'on veut 
oder tout l'alphabet, alors 
haque lettre a

i

doit être 
od�ee, 
omme

nous avons vu plus haut, grâ
e �a �nP

i

log

2

P

i

= � log

2

0; 25 = 2 bits. On peut don
 utiliser le 
odage

suivant :

a

1

� 00 a

2

� 01 a

3

� 10 a

4

� 11:

Ce 
odage est optimal dans le sens o�u l'on a bien �

P

n

i=1

P

i

log

2

P

i

= 2 =

P

n

i=1

P

i

� 2.

�

Evidemment, dans la pratique il est rare que 
haque symbole ait la même probabilit�e d'apparition

(
f. la table 3, page 5). Consid�erons don
 un alphabet de 4 symboles, a

1

, a

2

, a

3

, a

4

, dont les probabilit�es

d'apparition sont respe
tivement 0,4, 0,25, 0,25 et 0,1. Dans 
e 
as, l'entropie de l'alphabet, et don


le nombre de bits moyen n�e
essaires pour 
oder un symbole est : �

P

n

i=1

P

i

log

2

P

i

= �0; 4 log

2

0; 4 �

0; 25 log

2

0; 25� 0; 25 log

2

0; 25� 0; 1 log

2

0; 1 � 1; 861. Don
, en moyenne, il faudrait que 
haque symbole

soit 
od�e sur 1,861 bits pour obtenir une 
ompression optimale. Codons les symboles respe
tivement 00,

01, 10 et 11. Dans 
e 
as, la redondan
e R est �egale �a 2� (0; 4+0; 25+0; 25+0; 1)�1; 861 = 0; 139. Ce
i

signi�e qu'en moyenne, lorsqu'on �e
rit un symbole, on d�epense 0,139 bits de trop. Il devrait don
 exister

d'autres 
odages permettant de ne pas d�epenser 
es bits super
us. �

Consid�erons maintenant le 
odage suivant :

symbole proba 
ode 1 
ode 2

a

1

0,4 1 1

a

2

0,25 01 01

a

3

0,25 010 000

a

4

0,1 001 001

Quand des donn�ees sont transmises ave
 les 
odes 1 et 2, le nombre moyen de bits transmis par symbole est

alors : 0; 4� 1 + 0; 25� 2 + 0; 25� 3 + 0; 1� 3 = 1; 95. On utilise don
 en moyenne 1,95 bits pour transmettre

un symbole. Ce n'est pas en
ore optimal puisqu'en th�eorie les symboles pourraient être transmis en moyenne

grâ
e �a 1,861 bits, mais il y a d�ej�a une am�elioration par rapport �a l'exemple 
i-dessus. Illustrons maintenant

l'utilisation du 
ode 1 sur une s�equen
e de 20 symboles :

a

1

a

3

a

2

a

1

a

3

a

3

a

4

a

2

a

1

a

1

a

2

a

2

a

1

a

4

a

1

a

3

a

3

a

1

a

2

a

1

Cette s�equen
e sera 
od�ee :

1j010j01j1j010j010j001j01j1j1j01j01j1j001j1j010j010j1j01j1

Notons que 
ette s�equen
e a 39 bits. Par 
ons�equent, en moyenne, les symboles sont 
od�es sur 39/20 = 1,95 bits.

Ave
 le 
ode 2, nous aurions bien �evidemment obtenu le même r�esultat. D�e
odons maintenant la 
hâ�ne de bits

que nous avons �e
rite. Le premier bit 
ommen
e par un <1>, don
 
'est for
�ement a

1

. Le deuxi�eme bit est un

<0>, 
ela 
orrespond don
 �a un des symboles a

2

, a

3

ou a

4

. Il est suivi d'un <1>, don
 le deuxi�eme symbole ne

peut être que a

2

ou a

3

. Si 
'est a

2

, il est suivi par les bits <001>, qui 
orrespondent au symbole a

4

, par 
ontre

si 
'est a

3

, il est suivi par les bits <01> qui 
orrespondent au symbole a

2

. Don
 le 
ode 1 est ambig�u 
ar il ne

permet pas de di��eren
ier les s�equen
es a

2

a

4

et a

3

a

2

.

Au 
ontraire, le 
ode 2, lui, permet de d�e
oder sans ambiguit�e une s�equen
e 
od�ee. Par exemple, 
elle du

paragraphe pr�e
�edent s'exprime sous la forme :

1j000j01j1j000j000j001j01j1j1j01j01j1j001j1j000j000j1j01j1
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Le premier bit est un <1>, il s'agit don
 d'un a

1

. Le deuxi�eme bit est un <0>, don
 
'est un a

2

, a

3

ou a

4

. Le

bit suivant est en
ore un <0>, don
 seuls a

3

et a

4

restent possibles. Le bit suivant est un <0>, il ne reste don


qu'une seule possibilit�e : a

4

. Les bits suivants sont <01>, l�a en
ore, une seule possibilit�e : a

2

, et ainsi de suite.

Le 
ode 2 est don
 non ambig�u et est par 
ons�equent un bon 
andidat pour 
ompresser des donn�ees.

Probl�eme : quelle propri�et�e nous permettrait de di��eren
ier un 
ode ambig�u d'un 
ode non ambig�u ? Cette

propri�et�e existe et s'appelle la propri�et�e du pr�e�xe :

D�e�nition 11 (propri�et�e du pr�e�xe) : Cette propri�et�e dit que si une s�equen
e de bits a �et�e a�e
t�ee

au 
ode d'un symbole, alors au
un autre 
ode ne devrait 
ommen
er par 
ette s�equen
e. Autrement dit, 
ette

s�equen
e ne doit être le pr�e�xe d'au
un autre 
ode. Les 
odes qui v�eri�ent 
ette propri�et�e sont non ambig�us.

Le 
ode 1 ne respe
tait pas 
ette propri�et�e puisque le 
ode du symbole a

2

�etait le pr�e�xe du 
ode de a

3

.

La 
on
eption d'un 
odage �a taille variable doit don
 satisfaire aux deux exigen
es suivantes :

1. a�e
ter des 
odes de faibles tailles aux symboles qui apparaissent fr�equemment,

2. respe
ter la propri�et�e du pr�e�xe.

Ces deux exigen
es ne suÆsent pas en
ore pour obtenir les 
odes les plus 
ourts, 
'est-�a-dire ave
 un minimum

de redondan
e. On a en
ore besoin d'un algorithme performant pour parvenir �a 
ela. Cet algorithme prendra

en entr�ee les probabilit�es (fr�equen
es) d'apparition des symboles et renverra les 
odes 
orrespondants. Il existe

au moins deux algorithmes <partiellement> optimaux : 
elui de Shannon-Fano et 
elui de Hu�man.

2.2 Le 
odage de Hu�man

L'algorithme de Hu�man est tr�es utilis�e en 
ompression de donn�ees et, depuis son d�eveloppement en 1952,

il a sus
it�e beau
oup de re
her
hes. Il sert de base �a de nombreux programmes. JPEG s'en sert par exemple

dans une de ses �etapes de 
ompression.

Prin
ipe du 
odage de Hu�man : L'algorithme 
onsiste :

1. �a dresser une liste des symboles de l'alphabet tri�ee par ordre d�e
roissant de fr�equen
e d'apparition des

symboles dans le texte.

2. �a 
onstruire un arbre, dans lequel 
haque symbole se trouve sur une feuille, de la mani�ere suivante :

(i) on part d'un arbre vide ; (ii) on prend les deux symboles de la liste ayant les plus petites fr�equen
es,

appelons-les a

i

et a

j

, et on les enleve de la liste ; (iii) on 
r�ee un symbole repr�esentant la r�eunion des

deux 
hoisis, appelons-le a

ij

, et on le rajoute �a la liste ; (iv) on rajoute alors �a l'arbre un arbre binaire


onstitu�e d'une ra
ine, a

ij

, et de deux feuilles, a

i

et a

j

; (v) on it�ere �a partir de l'�etape (ii) jusqu'�a 
e

qu'il ne reste plus qu'un seul symbole.

3. �a par
ourir l'arbre ainsi 
r�e�e a�n de d�eterminer le 
odage de 
haque symbole de l'alphabet.

Exemple 3 : 
onsid�erons 
inq symboles, a

1

, a

2

, a

3

, a

4

et a

5

apparaissant dans un texte ave
 les fr�equen
es

(probabilit�es) suivantes :

a

1

� 0; 4 a

2

� 0; 2 a

3

� 0; 2 a

4

� 0; 1 a

5

� 0; 1:

L'algorithme de Hu�man e�e
tue alors les op�erations suivantes :

1. a

4

est 
ombin�e ave
 a

5


ar 
e sont les 
ara
t�eres ayant les plus petites fr�equen
es d'apparition. Leur


ombinaison forme alors un nouveau symbole que nous appellerons a

45

et dont la fr�equen
e d'apparition

dans le texte est 0; 1 + 0; 1 = 0; 2. On 
r�e�e un arbre binaire ayant pour ra
ine a

45

et 
omme feuilles a

4

et

a

5

.

2. On a maintenant 3 symboles ave
 les probabilit�es 0,2 : a

2

, a

3

et a

45

. On doit en 
ombiner deux, peu

importe lesquels

1

. On va s�ele
tionner arbitrairement les symboles a

3

et a

45

. Ceux-
i en forment don
 un

nouveau, que nous appellerons a

345

et dont la fr�equen
e d'apparition est 0; 2 + 0; 2 = 0; 4.

1

En fait, l'ordre peut être important pour 
ertaines appli
ations, 
omme nous le verrons plus loin. Cela dit, quels que soient les

deux symboles que l'on 
ombine, la taille du 
ux de sortie sera toujours la même.
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3. On a maintenant deux symboles ave
 des fr�equen
es de 0,4 : a

1

et a

345

, plus un symbole, a

2

, ave
 une

fr�equen
e de 0,2. On doit don
 
ombiner a

2

ave
, au 
hoix, a

1

ou a

345

. Choisissons de 
ombiner a

2

et a

345

.

On obtient le symbole a

2345

dont la fr�equen
e est 0,6.

4. En�n, il ne reste plus que deux symboles, a

1

et a

2345

. On les 
ombine pour obtenir a

12345

dont la fr�equen
e

d'apparition est 1.

�

A 
ette �etape, l'arbre d�eterminant les 
odes des symboles est 
onstruit : les symboles

d'origine sont les feuilles et 
haque <
ombinaison> repr�esente un noeud de l'arbre :

a45

4a

a5

a3

a2

a1

a345

a2345

a12345

0,1

0,1

0,2

0,2

0,4

0,2

0,4

0,6

1

a1

a2

a3

4a

a5

0

1

1

0

1

0

1

0

les symboles et leur fréquence les bits associés à chaque arc

�

A 
haque noeud de l'arbre, on 
ode l'une des deux arêtes sortantes (une des arêtes sur la �gure �a droite


i-dessus) ave
 un 1 et l'autre ave
 un 0.

5. Pour obtenir le 
odage d'un symbole, il suÆt de partir du noeud-symbole ayant une fr�equen
e de 1

(autrement dit, la ra
ine de l'arbre), et de par
ourir l'arbre jusqu'�a 
e qu'on atteigne le symbole d�esir�e. Au

fur et �a mesure du 
heminement, on note les 0/1 des ar
s par
ourus. Ceux-
i forment le 
ode 
orrespondant

au symbole. Ainsi, le 
ode de a

3

sera obtenu en partant de a

12345

, en allant sur la bran
he vers a

2345

(on

obtient le premier bit du 
ode : 0), puis en allant vers a

345

(bit 0), puis en allant vers a

3

(bit 1). Le 
ode

de a

3

sera don
 001. Les arbres 
i-dessus nous donnent don
 les 
odes suivants :

a

1

� 1 a

2

� 01 a

3

� 001 a

4

� 0001 a

5

� 0000:

Notons que l'on aurait pu obtenir d'autres 
odes si l'on avait fait d'autres 
hoix de 
ombinaisons. Par

exemple, si l'on avait 
ombin�e a

4

et a

5

, puis a

2

et a

3

, puis a

1

et a

45

, puis a

145

et a

23

, on aurait obtenu

l'arbre suivant :

a1

a2

a3

4a

a5

a45

4a

a5

a3

a2

a1

a23

a145

a12345

1

1

1

0

0

1

0

0

0,1

0,1

0,2

0,2

0,4

0,2

0,4

0,6

1

On obtiendrait alors le 
odage suivant :

a

1

� 01 a

2

� 11 a

3

� 10 a

4

� 001 a

5

� 000:

Quoi qu'il en soit, les �
hiers de sortie auront la même taille. Pour montrer 
ela, il suÆt de 
al
uler

l'esp�eran
e de gain (en bits/o
tet) des deux 
odages :

E(
ode 1) = 0; 4� 1 + 0; 2� 2 + 0; 2� 3 + 0; 1� 4 + 0; 1� 4 = 2; 2;

E(
ode 2) = 0; 4� 2 + 0; 2� 2 + 0; 2� 2 + 0; 1� 3 + 0; 1� 3 = 2; 2:

En moyenne, un o
tet du �
hier de d�epart sera don
 
od�e en sortie sur 2,2 bits. En fait, 
ette �egalit�e

des taux de 
ompression n'est pas surprenante puisque 
e qui importe dans l'algorithme, 
e n'est pas

vraiment le symbole qu'on 
ode, mais sa fr�equen
e d'apparition. �
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2.2.1 Choix du 
odage de Hu�man

Nous venons de voir que plusieurs 
odages de Hu�man pouvaient exister pour 
ompresser un même texte.

La question qui vient alors imm�ediatement �a toutes les l�evres est don
 : <oui, 
ertes, mais quel 
ode est le

meilleur ?>. D'un point de vue taux de 
ompression, 
omme nous venons de le voir sur l'exemple 
i-dessus, tous

les 
odes sont �egaux. Par 
ontre, lorsque l'on veut programmer Hu�man, on s'aper�
oit que :

Propri�et�e : Pour un ensemble de symboles et de fr�equen
es donn�e, tous les 
odes de Hu�man ont le même

taux de 
ompression. Cependant, le meilleur est en g�en�eral 
elui dont la varian
e est la plus faible.

Exemple 3 (suite) : Rappelons que la varian
e est la moyenne des 
arr�es des di��eren
es �a la moyenne. Par


ons�equent,

V (
ode 1) = 0; 4� (1� 2; 2)

2

+ 0; 2� (2� 2; 2)

2

+ 0; 2� (3� 2; 2)

2

+ 0; 1� (4� 2; 2)

2

+ 0; 1� (4� 2; 2)

2

= 1; 36;

V (
ode 2) = 0; 4� (2� 2; 2)

2

+ 0; 2� (2� 2; 2)

2

+ 0; 2� (2� 2; 2)

2

+ 0; 1� (3� 2; 2)

2

+ 0; 1� (3� 2; 2)

2

= 0; 16:

Autrement dit, le meilleur 
ode est le deuxi�eme. �

Pourquoi faut-il essayer de r�eduire au maximum la varian
e, me direz-vous ? Eh bien imaginons que nous

ayons �a programmer un logi
iel de 
ompression utilisant Hu�man. Sur son 
ux d'entr�ee notre merveilleux logi
iel

re�
oit un symbole, disons a

4

. Supposons que l'arbre de Hu�man 
orrespondant au 
ux d'entr�ee soit 
elui en

bas de la page pr�e
�edente. Notre logi
iel doit don
 envoyer sur son 
ux de sortie le 
ode <001>. Oui, mais bon,

quel algorithme doit-on utiliser pour obtenir 
e 
ode ? On pourrait partir de la ra
ine de l'arbre, 
'est-�a-dire le

noeud le plus �a droite sur le dessin, et re
her
her dans l'arbre le symbole en question. Clairement, e�e
tuer une

re
her
he du symbole dans l'arbre (ave
 la possibilit�e de par
ourir tout l'arbre avant d'obtenir le 
ode 
her
h�e)

est totalement ineÆ
a
e en terme de temps de r�eponse, et doit don
 être pros
rite. Un algorithme beau
oup

plus intelligent, et 
'est d'ailleurs 
elui qui est utilis�e par tous les logi
iels, est de partir du symbole re�
u sur

le 
ux d'entr�ee et de remonter l'arbre jusqu'�a 
e qu'on atteigne la ra
ine. Comme il n'y a qu'un seul 
hemin

entre le symbole et la ra
ine, le temps de r�eponse de l'algorithme est ex
ellent. Partons don
 du symbole a

4

et remontons vers la ra
ine. Sur le 
hemin, les bits ren
ontr�es sont su

essivement <1>, <0> et en�n <0>, 
e

qui forme le 
ode <100>. Or, nous, 
e que l'on voulait, 
'�etait le 
ode <001>. Pas de probl�eme me direz-vous,

il suÆt d'inverser l'ordre des bits ren
ontr�es. Tout �a fait exa
t, mais, pour pouvoir faire 
ela, il faut d'abord

avoir sto
k�e tous les bits. Par 
ons�equent, il faut avoir un bu�er dont la taille est au moins �egale �a la longueur

du plus grand 
ode de l'arbre. Et 
'est l�a qu'intervient la varian
e : en g�en�eral, plus la varian
e est faible, plus

les tailles des di��erents 
odes sont pro
hes les unes des autres (
f. le th�eor�eme de Bienaym�e-T
hebi
he�). La


ons�equen
e imm�ediate est, qu'en g�en�eral, plus la varian
e est faible, plus la taille du bu�er �a allouer est petite.

Ce fait est bien 
on�rm�e ave
 les 
odes 1 et 2 
i-dessus.

Attention : 
e n'est qu'en g�en�eral seulement que 
ette propri�et�e est v�eri��ee. On peut trouver des exemples

dans lesquels la propri�et�e n'est pas v�eri��ee :

Exemple 4 : Consid�erons un alphabet de 10 symboles : fa

1

; a

2

; : : : ; a

10

g ainsi que les deux 
odes d�e
rits sur

la �gure 
i-apr�es.
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a1

a5

4a

a3

a2

a6

a7

a8

a9

a10

0,4

0,2

0,2

0,182

0,006

0,006

0,002

0,002

0,001

0,001

0

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1

1

1

1

1

0

1 a1

a5

4a

a3

a2

a6

a7

a8

a9

a10

0,4

0,2

0,2

0,182

0,006

0,006

0,002

0,002

0,001

0,001

0

0

1

0

0

1

1

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

code 1 code 2

Alors, les gains des deux 
odes sont �egaux �a :

E(
ode 1) = 0; 4 + 0; 2� 2 + 0; 2� 3 + 0; 182� 4 + 0; 006� 6 + 0; 006� 6 + 0; 002� 7

+ 0; 002� 7 + 0; 001� 7 + 0; 001� 7 = 2; 242;

E(
ode 2) = 0; 4 + 0; 2� 3 + 0; 2� 3 + 0; 182� 3 + 0; 006� 4 + 0; 006� 5 + 0; 002� 6

+ 0; 002� 7 + 0; 001� 8 + 0; 001� 8 = 2; 242;

et les varian
es sont �egales �a :

V (
ode 1) = 0; 4� (1� 2; 242)

2

+ 0; 2� (2� 2; 242)

2

+ 0; 2� (3� 2; 242)

2

+ 0; 182� (4� 2; 242)

2

+ 0; 006� (6� 2; 242)

2

+ 0; 006� (6� 2; 242)

2

+ 0; 002� (7� 2; 242)

2

+ 0; 002� (7� 2; 242)

2

+ 0; 001� (7� 2; 242)

2

+ 0; 001� (7� 2; 242)

2

= 1; 605;

V (
ode 2) = 0; 4� (1� 2; 242)

2

+ 0; 2� (3� 2; 242)

2

+ 0; 2� (3� 2; 242)

2

+ 0; 182� (3� 2; 242)

2

+ 0; 006� (4� 2; 242)

2

+ 0; 006� (5� 2; 242)

2

+ 0; 002� (6� 2; 242)

2

+ 0; 002� (7� 2; 242)

2

+ 0; 001� (8� 2; 242)

2

+ 0; 001� (8� 2; 242)

2

= 1; 150:

Autrement dit, le deuxi�eme 
ode a une varian
e inf�erieure au premier. Cependant, le bu�er utilis�e pour


oder les symboles doit être manifestement plus grand que 
elui utilis�e dans le premier 
ode. �

Un autre argument, peut-être plus 
onvain
ant, pour 
hoisir le 
ode ayant la plus petite varian
e est que


ertains logi
iels de 
ompression doivent transmettre sur des lignes de 
ommuni
ation les donn�ees 
ompress�ees

au moment o�u elles sont g�en�er�ees (par exemple MNP7, un alogrithme de 
ompression utilis�e dans les transferts

modem). Dans de telles situations, si le 
odage de Hu�man a une grosse varian
e, l'en
odeur g�en�ere des bits

sur son 
ot de sortie ave
 des vitesses tr�es 
u
tuantes. Comme, en prin
ipe, le taux de transfert sur la ligne de


ommuni
ation est 
onstant, l'algorithme de 
ompression doit utiliser un <gros> 
a
he pour assurer qu'il y aura

toujours des bits �a transmettre sur la ligne de 
ommuni
ation. Il est relativement ais�e de voir <intuitivement>

pourquoi 
ette assertion est vraie : supposons que la varian
e soit nulle. Rappelons que la varian
e est �egale �a :

V =

n

X

i=1

P (a

i

)� (longueur du 
ode de a

i

�E)

2

; o�u E =

n

X

i=1

P (a

i

)� longueur du 
ode de a

i

:

Alors, les longueurs de tous les 
odes sont �egales �a E. Autrement dit, la longueur du 
a
he n'a pas besoin

d'être sup�erieure �a E. Par 
ontre, plus la varian
e est grande, plus les longueurs des 
odes de 
ertains symboles
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sont �eloign�es de la longueur moyenne. Comme la g�en�eration d'un 
ode d'un symbole requiert de par
ourir tout

l'arbre de Hu�man du symbole vers la ra
ine de l'arbre, puis d'inverser l'ordre des bits, plus le nombre de bits

du 
ode est grand, plus sa g�en�eration est longue. Des longueurs de 
odes tr�es 
u
tuantes entrainent don
 que

les insertions des 
odes dans le 
a
he sont e�e
tu�ees ave
 des vitesses elles-aussi tr�es 
u
tuantes. Cons�equen
e :

le 
a
he doit être de taille importante pour assurer qu'il y aura toujours des bits �a transmettre �a la ligne de


ommuni
ation.

2.2.2 Optimalit�e du 
odage de Hu�man

Hu�man n'est pas le meilleur algorithme de 
ompression possible (par exemple les m�ethodes arithm�etiques

sont meilleures) 
ar il 
ode toujours les symboles sur un nombre entier de bits. Il suÆt de lire l'algorithme

pour s'en 
onvain
re. Or, l'entropie �etant 
al
ul�ee �a partir de logarithmes, 
elle-
i a peu de 
han
es d'être

un nombre entier. Con
lusion : un 
odage optimal devrait 
oder les symboles sur un nombre fra
tionnaire de

bits. A priori, la 
hose parâ�t impossible mais, 
omme dirait Brassens, la suite vous prouvera que non. Bon,

mais alors, si on peut faire mieux, pourquoi �etudier Hu�man, me direz-vous ? Eh bien, tout d'abord, 
'est un

algorithme <
lassique> et qui est utilis�e dans beau
oup de logi
iels. Ensuite, il est simple, rapide et tout de

même assez eÆ
a
e puisque, 
omme le montre le tableau 
i-dessous, le taux de 
ompression de l'ensemble du


ours de probabilit�e obtenu grâ
e au programme de la sous-se
tion 2.7.2 est d'environ 35% :

taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier d'origine 
ompress�e par Hu�man

deust.tex 3809 o
tets 3178 o
tets

se
tion1.tex 38142 o
tets 24898 o
tets

se
tion2.tex 33569 o
tets 22403 o
tets

se
tion3.tex 63915 o
tets 40914 o
tets

se
tion4.tex 68099 o
tets 43991 o
tets

se
tion5.tex 27463 o
tets 17800 o
tets

se
tion6.tex 68757 o
tets 44469 o
tets

se
tion7.tex 23096 o
tets 15277 o
tets

se
tion8.tex 43803 o
tets 28779 o
tets

se
tion9.tex 41920 o
tets 27149 o
tets

se
tion10.tex 47436 o
tets 31635 o
tets

se
tion11.tex 13442 o
tets 8157 o
tets

total 473451 o
tets 308650 o
tets

Tab. 9: Compression du 
ours de probabilit�e par l'algorithme de Hu�man

En�n, dans 
ertains 
as, Hu�man est optimal :

Propri�et�e : Lorsqu'il y a au moins deux symboles et que les fr�equen
es d'apparition de 
eux-
i sont des

puissan
es (n�egatives) de 2, l'algorithme de Hu�man e�e
tue une 
ompression optimale.

D�emonstration : Prenons un texte sur un alphabet de n symboles fa

1

; : : : ; a

n

g (on suppose dans la suite que

tous les symboles sont utilis�es, 
'est-�a-dire qu'ils ont des fr�equen
es non nulles). Si l'alphabet n'a qu'un symbole,

le r�esultat est �evident. Supposons que toutes les fr�equen
es, ou probabilit�es P (a

i

), soient des puissan
es de 2.

Puisque l'alphabet est �ni, il existe i

0

2 f1; : : : ; ng tel que P (a

i

0

) � P (a

i

) 8i 6= i

0

. Supposons que 
ette in�egalit�e

soit stri
te. Dans 
e 
as, P (a

i

) � 2� P (a

i

0

) 8i 6= i

0

, ou en
ore :

P (a

i

)

P (a

i

0

)

est un nombre pair pour tout i 6= i

0

:

Or on sait que

P

n

i=1

P (a

i

) = P (a

i

0

) +

P

i 6=i

0

P (a

i

) = 1. Don
 :

P (a

i

0

) +

P

i 6=i

0

P (a

i

)

P (a

i

0

)

= 1 +

X

i 6=i

0

P (a

i

)

P (a

i

0

)

=

1

P (a

i

0

)

:
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Or, 
omme il y a au moins deux symboles ayant des fr�equen
es non nulles, P (a

i

0

) < 1, don


1

P (a

i

0

)

est un nombre

pair (
ar P (a

i

0

) est une puissan
e de 2). De même les

P (a

i

)

P (a

i

0

)

sont aussi des nombres pairs. Don
 l'�egalit�e 
i-

dessus est impossible. Par 
ons�equent, notre assertion de d�epart, �a savoir P (a

i

) > P (a

i

0

) 8i 6= i

0

est fausse.

Autrement dit, il existe un i

1

6= i

0

tel que P (a

i

1

) = P (a

i

0

).

Puisque les symboles a

i

0

et a

i

1

ont les fr�equen
es les plus petites, Hu�man peut les 
ombiner, pour former

un symbole a

i

01

ayant pour fr�equen
e 2 � P (a

i

0

), autrement dit en
ore une puissan
e de 2. On peut alors

re
ommen
er r�e
ursivement le pro
essus 
i-dessus ave
 l'alphabet fa

1

; : : : ; a

n

; a

i

01

gnfa

i

0

; a

i

1

g.

Montrons maintenant que le nombre de bits k

i

utilis�e pour 
oder les a

i

est exa
tement �egal �a � log

2

P (a

i

).

Pour 
ela, il nous faut par
ourir l'arbre de Hu�man 
onstruit dans les paragraphes pr�e
�edents. Appelons

fb

1

; : : : ; b

p

g l'ensemble des symboles 
ontenus dans tous les noeuds de l'arbre, 
'est-�a-dire les a

i

, mais aussi les

a

i

01

et ainsi de suite. Partons de la ra
ine de l'arbre. D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, les deux symboles <en dessous> de


ette ra
ine ont tous les deux pour fr�equen
es 1=2 et ont un 
ode de 1 bit. Don
 la propri�et�e k

i

= � log

2

P (b

i

) est

v�eri��ee pour 
es deux symboles. Lorsqu'un noeud/symbole b

i

a au moins un �ls, on est sûr d'apr�es 
e qui pr�e
�ede

qu'il a exa
tement deux �ls, appelons les b

i

1

et b

i

2

, et que les 2 �ls ont la même fr�equen
e, �a savoir P (b

i

)=2. De

plus, 
es deux symboles sont 
od�es sur k

i

+1 bits. On a bien k

i

1

= k

i

2

= 1� log

2

P (b

i

) = � log

2

(P (b

i

)=2). Don


par r�e
urren
e, pour tout i 2 f1; : : : ; pg, k

i

= � log

2

P (b

i

). Or 
omme fa

i

; : : : ; a

n

g � fb

1

; : : : ; b

p

g, la propri�et�e

reste vraie pour tous les a

i

.

Il ne nous reste plus maintenant qu'�a 
al
uler la redondan
e du 
odage de Hu�man et �a montrer que 
elle-
i

est �egale �a 0. Ainsi, on aura montr�e que 
e 
odage est optimal :

R =

n

X

i=1

P (a

i

)k

i

�

n

X

i=1

(�P (a

i

) log

2

P (a

i

)) =

n

X

i=1

(�P (a

i

) log

2

P (a

i

))�

n

X

i=1

(�P (a

i

) log

2

P (a

i

)) = 0:

�

D'une mani�ere g�en�erale, l'algorithme de Hu�man n'est pas optimal, 
'est-�a-dire qu'il existe des algorithmes

permettant d'obtenir de meilleurs taux de 
ompression. Cependant, il est en g�er�eral tr�es pro
he de l'optimum.

De plus, il est l'optimum d'une 
lasse parti
uli�ere de 
ompresseurs :

Propri�et�e : Soient A = fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g un alphabet �a n symboles et M un message de taille �nie r sur 
et

alphabet 
ontenant 
ha
un des symboles de A. Soit C la 
lasse des algorithmes de 
ompression sans perte de

donn�ees 
odant 
haque symbole a

i

par un autre symbole b

i

. L'algorithme de Hu�man est un optimum de C

pour le message M, 
'est-�a-dire qu'au
un autre algorithme de C ne permet d'obtenir un taux de 
ompression

de M stri
tement inf�erieur �a 
elui de Hu�man.

D�emonstration : La d�emonstration 
i-dessous est adapt�ee du poly
opi�e de DEA de Jean-Yves Ja�ray :

<Introdu
tion �a la th�eorie de l'information>. Elle est e�e
tu�ee en trois parties : dans la premi�ere, on montre

qu'il existe dans C un algorithme optimal. Dans la deuxi�eme, on montre qu'un 
ode optimal peut être d�e
rit,


omme Hu�man, �a l'aide d'un arbre binaire dont les feuilles repr�esentent les symboles de A. En�n, dans la

troisi�eme partie, on montre que tout arbre optimal peut être transform�e en 
ode de Hu�man sans augmenter le

taux de 
ompression.

Premi�ere partie : il existe un algorithme optimal dans C

Appelons P

i

les fr�equen
es d'apparition des symboles a

i

dans le texte. Un algorithme C de C transformant

les a

i

en b

i

est <meilleur> qu'un autre 
ode C

0

de C les transformant en b

0

i

si et seulement si il fournit en sortie

un texte de longueur inf�erieure au deuxi�eme, autrement dit si et seulement si :

n

X

i=1

P

i

jb

i

j � jMj �

n

X

i=1

P

i

jb

0

i

j � jMj:

Dans Hu�man, les b

i

sont de tailles �nies, don
 la quantit�e T =

P

n

i=1

P

i

jb

i

j fournie par Hu�man est �nie.

Puisque 
haque P

i

est stri
tement positif, un algorithme C

0

transformant les a

i

en b

0

i

et meilleur qu'Hu�man

v�eri�e :

P

k

jb

0

k

j �

n

X

i=1

P

i

jb

0

i

j � T; 8 k 2 f1; : : : ; ng:
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Par 
ons�equent, il existe un nombre �ni de b

k

possibles et don
 un nombre �ni d'algorithmes de C <meilleurs>

que Hu�man. Cons�equen
e : il existe un algorithme optimal dans C.

Deuxi�eme partie : optimum) arbre binaire

Soit un 
ode C de C optimal ne pouvant être d�e
rit par un arbre binaire. Ce 
ode asso
ie �a 
haque a

i

un

symbole b

i

de k

i

bits. On sait que k

i

� 1 sinon le 
ode ne serait pas inversible et il pourrait y avoir perte de

donn�ees. On sait en outre que les k

i

sont �nis d'apr�es la partie pr�e
�edente.

Maintenant, tous les b

i

sont de taille �nie sup�erieure ou �egale �a 1. On peut don
 e�e
tuer une partition de

l'ensemble des a

i

en deux sous-ensembles : le premier, A

0

1

, regroupe les a

i

dont les b

i


orrespondant 
ommen
ent

par un bit �a 0, le deuxi�eme, not�e A

1

1

, 
eux dont les b

i


ommen
ent par un bit �a 1. Si les deux groupes sont non

vides, on peut don
 repr�esenter le 
ode C grâ
e �a un arbre dont la ra
ine symbolise A et dont les sous-arbres

gau
he et droit repr�esentent respe
tivement A

0

1

et A

1

1

. On peut alors re
ommen
er le pro
essus ave
 A

0

1

et A

1

1

en se fondant sur le deuxi�eme bit des b

i

. Si, �a 
haque �etape, soit A

0

k

(resp. A

1

k

) peut être partitionn�e en deux

sous-ensembles, soit A

0

k

(resp. A

1

k

) est de 
ardinal 1, alors on obtient un arbre binaire 
omme indiqu�e au d�ebut

de la d�emonstration.

Supposons maintenant qu'un des A

0

k

(la d�emonstration est identique pour A

1

k

) soit vide. Cela veut dire que

tous les symboles b

i

des a

i

appartenant �a A

k

ont leur k

�eme

bit �a 1. Deux 
as peuvent se pr�esenter : soit tous

les b

i

sont de tailles stri
tement sup�erieures �a k. Dans 
e 
as, le 
ode n'est pas optimal 
ar 
ela veut dire que le

k

�eme

bit de 
haque b

i

n'est pas dis
riminant et qu'un 
ode C

0

obtenu �a partir de C en enlevant le k

�eme

bit de 
es

b

i

est toujours sans perte de donn�ees, inversible, et augmente stri
tement le taux de 
ompression du message

M. Si, maintenant, 
ertains des b

i

sont de taille k, le 
ode C

0

obtenu �a partir de C en 
hangeant le k

�eme

bit de


es b

i

en 0 est toujours sans perte de donn�ees, inversible, et v�eri�e bien la r�e
urren
e du paragraphe pr�e
�edent.

Con
lusion : lorsqu'un 
ode est optimal, il peut être d�e
rit sous la forme d'un arbre binaire 
omme 
elui de

l'algorithme de Hu�man.

Troisi�eme partie : Hu�man est optimal

On sait d�ej�a qu'il existe un algorithme optimal dans C et que 
elui-
i peut être d�e
rit par un arbre binaire.

Appelons rang d'un sommet la longueur du 
hemin reliant le sommet �a la ra
ine de l'arbre. Si l'on 
lasse les

symboles a

i

par ordre de fr�equen
e (probabilit�e) 
roissante (les ex-aequo sont d�epartag�es arbitrairement), alors

on appellera les k symboles les moins probables les k premiers symboles dans le 
lassement.

Nous allons montrer maintenant qu'il existe un algorithme optimal dans lequel les 2 symboles les moins

probables font partie des sommets de rang maximal, R, de l'arbre. Soit don
 un algorithme optimal de C

asso
iant aux a

i

des b

i

et d'arbre binaire de rang maximal R. Comme l'arbre est binaire, il existe au moins deux

sommets de rang R. Supposons maintenant qu'il existe un a

i

, l'un des 2 symboles les moins probables, de rang

r < R (autrement dit, jb

i

j = r). Puisqu'il existe deux sommets de rang R, 
ela implique qu'il existe a

j

de rang

R ne faisant pas partie des 2 symboles les moins probables. Autrement dit, P

j

� P

i

. Intervertissons les deux

symboles dans l'arbre binaire (et modi�ons les sommets-ensembles de symboles en amont en 
ons�equen
e). Ce

nouveau 
ode transforme M en un texte de longueur :

L

0

=

h

P

i

R+ P

j

r +

P

k 6=i;j

P

k

jb

k

j

i

jMj = [P

i

R+ P

j

r � P

i

r � P

j

R +

P

n

k=1

P

k

jb

k

j℄ jMj

= [(P

j

� P

i

)(r �R)℄jMj+ L � L;

o�u L �etait la longueur du texte issu de M apr�es utilisation du 
ode de d�epart. Par 
ons�equent, soit l'in�egalit�e


i-dessus est stri
te et le 
ode de d�epart ne pouvait être optimal, soit il y a �egalit�e entre L et L

0

et le nouveau


ode est lui aussi optimal. On peut alors r�eit�erer les �e
hanges jusqu'�a 
e que la propri�et�e annon
�ee soit v�eri��ee.

D'apr�es l'expression de L (ou de L

0

), une permutation des sommets de même rang (a

ompagn�ee des modi-

�
ations ad�equates en amont) ne 
hange pas la longueur du texte en sortie. Par 
ons�equent, il existe parmi les

algorithmes optimaux de C un algorithme pour lequel les 2 symboles a

i

les moins probables ont rang R et un

même ant�e
�edant dans l'arbre : leur union a

ij

. Montrons maintenant que tout algorithme de C 
ompos�e :

{ de deux ar
s d'extr�emit�es les deux symboles a

i

et a

j

les moins probables et d'origine leur union a

ij

, d'une

part,

{ d'un arbre binaire dont les feuilles sont le noeud a

ij

ainsi que les n� 2 autres symboles de A d'autre part,
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est optimal. Soit un algorithme C optimal pour lequel les 2 symboles a

i

et a

j

les moins probables ont rang R et

leur union a

ij


omme ant�e
�edant. Si l'on ampute de l'arbre les deux ar
s sortant de l'union a

ij

, alors l'algorithme

reste en
ore optimal si l'on 
onsid�ere que l'alphabet est A

0

= fa

k

; k 6= i; jg [ fa

ij

g et que les symboles a

i

et a

j

de M sont transform�es en a

ij

. En e�et, La longueur L du texte issu de M avant amputation et la longueur L

0

apr�es amputation v�eri�ent :

L = L

0

+ [RP

i

+RP

j

� (R� 1)P (a

ij

)℄jMj = L

0

+ [RP

i

+RP

j

� (R � 1)(P

i

+ P

j

)℄jMj = L

0

+ (P

i

+ P

j

)jMj:

Or, tout algorithme pour l'alphabet A

0

peut être 
ompl�et�e par deux ar
s sortant de a

ij

et fournir un algorithme

pour l'alphabet A, de longueur la sienne plus P (a

ij

). Don
 si L est minimum, L

0

l'est aussi et un algorithme

optimal pour A

0


ompl�et�e de deux ar
s sortant de a

ij

est optimal pour A. En r�eduisant r�e
ursivement A 
omme

on vient de le voir, on montre don
 l'optimalit�e de l'algorithme de Hu�man. �

2.3 Le 
odage de Hu�man adaptatif

Comme nous l'avions �evoqu�e dans la se
tion 1, la dur�ee de 
ompression est un fa
teur �a ne pas n�egliger. Or,

dans l'algorithme de Hu�man tel que d�e
rit pr�e
�edemment, 
elle-
i peut être relativement 
ons�equente 
ar on

doit e�e
tuer deux passes sur le 
ux d'entr�ee :

{ on lit une premi�ere fois l'ensemble du 
ux d'entr�ee a�n de d�eterminer les fr�equen
es d'apparition de 
ha
un

des symboles ;

{ on lit une deuxi�eme fois le 
ux d'entr�ee et, l�a, grâ
e aux fr�equen
es 
olle
t�ees �a l'�etape pr�e
�edente, on

�e
rit le 
ux de sortie.

Lorsque l'on 
ompresse des <petits> �
hiers, 
es deux �etapes donnent des dur�ees de 
ompression relativement

a

eptables. Par 
ontre, 
e n'est plus le 
as lorsque les �
hiers du 
ux d'entr�ee sont grands. Par exemple, sur

une RedHat 6.0 ave
 un pro
esseur Pentim II 233, la le
ture/e
riture d'un �
hier d'1 Mo (le
ture + �e
riture par

tran
hes de 1 Ko) prend environ 0,07 se
ondes. Lire deux fois le �
hier n'est pas d�erangeant pour l'utilisateur.

Par 
ontre, la le
ture/�e
riture d'un �
hier de 100 Mo prend environ 37 se
ondes et, l�a, on a int�erêt �a limiter au

maximum les a

�es disques. C'est pourquoi, souvent, on n'utilise pas la m�ethode de Hu�man d�e
rite 
i-dessus

mais plutôt une variante, la m�ethode de Hu�man adaptative qui, elle, ne n�e
essite qu'une seule le
ture du 
ux

d'entr�ee.

L'id�ee de la m�ethode de Hu�man adaptative est que le 
ompresseur et le d�e
ompresseur d�ebutent ave
 un

arbre de Hu�man vide, et qu'ils modi�ent 
et arbre au fur et �a mesure que les symboles sont lus sur le


ot d'entr�ee (
ette modi�
ation est e�e
tu�ee en fon
tion des fr�equen
es des symboles lus depuis le d�ebut de

l'algorithme). Pour que la m�ethode fon
tionne, le 
ompresseur et le d�e
ompresseur doivent être syn
hronis�es

dans la mesure o�u ils doivent modi�er l'arbre de la même mani�ere lorsqu'ils re�
oivent les symboles sur leurs


ots d'entr�ee respe
tifs.

L'algorithme du 
ompresseur est le suivant :

1. On part d'un arbre de Hu�man vide. Au
un symbole n'a de 
ode (
ompress�e).

2. Le premier symbole sur le 
ux d'entr�ee est �e
rit tel quel sur le 
ux de sortie. On l'ajoute alors dans l'arbre

de Hu�man et on lui a�e
te un 
ode.

3. Chaque fois qu'on lit un symbole, on regarde s'il appartient �a l'arbre de Hu�man. S'il n'en fait pas partie,

on l'�e
rit tel quel et on le rajoute ave
 un nouveau 
ode dans l'arbre de Hu�man, sinon on met �a jour la

fr�equen
e d'apparition du symbole.

4. Si besoin est, on r�earrange l'arbre de mani�ere �a 
e que 
e soit toujours un arbre de Hu�man.

5. On revient �a l'�etape 3.

L'algorithme du d�e
ompresseur e�e
tue exa
tement les mêmes op�erations, dans le même ordre. Quand il ren-


ontre un symbole non 
ompress�e, il l'ajoute �a l'arbre et lui a�e
te un 
ode. Lorsqu'il lit sur son 
ux d'entr�ee

un symbole 
ompress�e, il met �a jour sa fr�equen
e et r�earrange l'arbre.

Il subsiste tout de même un l�eger probl�eme : 
omment re
onnâ�tre un 
ode 
ompress�e d'un symbole non


ompress�e ? Le plus simple, et 
'est 
e qu'utilise 
ette m�ethode, est de faire pr�e
�eder les symboles non 
ompress�es

d'un 
ara
t�ere d'�e
happement (le fameux � de la se
tion 1). Quand le d�e
ompresseur ren
ontre 
e 
ode, il sait

alors que l'o
tet qui le suit est un 
ara
t�ere sur 8 bits. Bon, on a r�esolu un probl�eme, mais en faisant 
ela on
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en a 
r�e�e un autre : quel 
ode faut-il donner au 
ara
t�ere d'�e
happement ? Il faut surtout �eviter que 
e symbole

soit un des 
odes de l'arbre de Hu�man. Or, 
omme l'arbre peut 
hanger �a 
haque �etape, il est diÆ
ile de

trouver a priori un symbole qui mar
hera tout au long de l'algorithme. A�n de pallier 
ela, l'id�ee est d'ajouter

le 
ara
t�ere d'�e
happement dans l'arbre de Hu�man et de toujours lui a�e
ter une fr�equen
e d'apparition de 0.

Cons�equen
e : 
omme l'arbre de Hu�man est potentiellement modi��e �a 
haque �etape de l'algorithme, le 
ode

utilis�e pour le 
ara
t�ere d'�e
happement n'est pas �xe tout au long de l'algorithme.

Avant de traiter un exemple illustrant la m�ethode, nous allons voir le point d�eli
at de l'algorithme, �a savoir


omment modi�er l'arbre pour obtenir �a 
oup sûr un arbre de Hu�man.

2.3.1 Modi�
ation de l'arbre de Hu�man

La prin
ipale di��eren
e entre les m�ethodes de Hu�man non adaptatives et adaptatives est que, dans la

deuxi�eme, on v�eri�e �a 
haque nouveau symbole lu sur le 
ot d'entr�ee que l'arbre 
ontenant les symboles et

les 
odes est toujours un arbre de Hu�man. Si 
e n'est plus le 
as, alors on doit le modi�er pour que 
e soit

�a nouveau un arbre de Hu�man. Oui, mais pour 
ela, il faut 
ara
t�eriser pr�e
is�ement 
e qu'est un arbre de

Hu�man.

Ci-dessous voi
i di��erentes repr�esentations de l'arbre de la page 29 :

4a a5

a1 a2 a3

0,1 0,1

0,2

1

0,6 0,4

0,20,20,4

arbre 2

a54a

a2 a3 a1

1

0,10,1

0,2

0,60,4

0,40,20,2

arbre 3

a5a2 a3 4a

a1

0,2 0,2 0,10,1

0,4

0,6

0,2

1

0,4

arbre 1

La premi�ere remarque que l'on peut faire est que si un arbre est de Hu�man, alors sur 
haque niveau de

l'arbores
en
e (les lignes en pointill�es) les fr�equen
es asso
i�ees aux noeuds sont inf�erieures aux fr�equen
es de

tous les noeuds des niveaux sup�erieurs. C'est bien normal puisque 
e que l'on veut faire ave
 Hu�man, 
'est

asso
ier les 
odes les plus petits aux symboles ayant le plus d'o

urren
es (les fr�equen
es les plus �elev�ees). Plus

les fr�equen
es sont �elev�ees, plus on doit se trouver en haut de l'arbre. La deuxi�eme remarque que l'on peut faire

est que la fr�equen
e asso
i�ee �a 
haque noeud qui n'est pas une feuille est �egale �a la somme des fr�equen
es de ses

deux �ls. Ces deux propri�et�es 
ara
t�erisent totalement les arbres de Hu�man :

Propri�et�e : Un arbre est dit de Hu�man s'il v�eri�e les deux propri�et�es suivantes :

1. les fr�equen
es asso
i�ees aux noeuds d'un niveau d'arbores
en
e sont inf�erieures ou �egales aux fr�equen
es

de tous les noeuds des niveaux sup�erieurs ;

2. la fr�equen
e asso
i�ee �a 
haque noeud qui n'est pas une feuille est �egale �a la somme des fr�equen
es de

ses deux �ls.

On peut don
 maintenant envisager un algorithme permettant de transformer un arbre en arbre de Hu�man.

Malheureusement, un tel algorithme serait parfaitement ineÆ
a
e 
ar il devrait e�e
tuer beau
oup trop de tests.

En e�et, voyons 
e qui se passe sur la �gure 5. Sur 
ette �gure, les nombres entre parenth�eses 
orrespondent

aux nombres d'o

urren
es des di��erents symboles d�ej�a lus sur le 
ot d'entr�ee. Supposons que l'on ait d�ej�a �et�e

amen�e �a 
onstruire l'arbre le plus �a gau
he sur la �gure. Sur le 
ot d'entr�ee, on lit un nouveau symbole a

1

.

Le nombre d'o

urren
es de 
e symbole passe don
 de 1 �a 2. On remarque que sur le niveau d'arbores
en
e au

dessus du noeud a

1

, tous les nombres d'o

urren
es sont sup�erieurs ou �egaux �a 2. On n'a don
 pas a priori �a

modi�er l'arbre. Mettons �a jour le nombre d'o

urren
es du noeud parent de a

1

; 
elui-
i passe �a 3. L�a en
ore,

les niveaux d'arbores
en
e au dessus ont plus d'o

urren
es, don
 pas de modi�
ation �a faire sur l'arbre. En


ontinuant �a remonter l'arbre, on s'aper�
oit qu'il est bien de Hu�man puisqu'il satisfait la propri�et�e 
i-dessus.

On obtient l'arbre 2. On lit alors un nouveau symbole a

1

sur le 
ot d'entr�ee. Le nombre d'o

urren
es de a

1

passe alors �a 3. L�a, il y a des noeuds sur le niveau d'arbores
en
e au dessus de a

1

qui ont moins de 3 o

urren
es.

Il faut don
 modi�er l'arbre. Pour 
ela, le plus simple est d'intervertir a

1

ave
 l'un de 
es noeuds (i
i j'ai 
hoisi
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

a1

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (2)

(2) (2) (3)

(5)

(2)

(3)

(5)

(10)

a1

a3 a4

a2

a1

a5 a8a7a6

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (2)

(2) (2) (2) (3)

(4) (5)

(9)

(1)(1)

(2)

arbre de départ arbre 2 arbre 3

(1)

(3)

(1) (1) (1) (2)

(2)(3) (3)

(5)(6)

(11)

A B C D

Fig. 5 { Tests �a e�e
tuer pour obtenir un arbre de Hu�man.

le noeud parent de a

3

et a

4

). Lorsque l'intervertion est faite, il faut en
ore s'assurer que les niveaux sup�erieurs

ont tous des nombres d'o

urren
e sup�erieurs ou �egaux �a 3, puis re
ommen
er le pro
essus ave
 les an
êtres de

a

1

jusqu'�a 
e qu'on arrive �a la ra
ine.

STOP ! Vous avez vu 
ombien on a dû faire de tests ? Pour savoir si le nombre d'o

urren
es de a

1

est

inf�erieur ou �egal �a 
eux des niveaux sup�erieurs de l'arbores
en
e, on a �et�e oblig�e de balayer tous les noeuds

du niveau d'arbores
en
e juste au dessus de a

1

. Pour le passage de l'arbre 2 �a l'arbre 3, par exemple, on a �et�e

oblig�e d'examiner les noeuds A, B, C et D. C'est beau
oup trop long pour que l'algorithme soit eÆ
a
e. En

fait, on irait beau
oup plus vite si l'arbre �etait mieux tri�e : il est d�ej�a tri�e <verti
alement> puisque plus l'on

des
end dans l'arbre et plus le nombre d'o

urren
es diminue. On va rajouter maintenant un tri horizontal : sur

un niveau d'arbores
en
e donn�e, plus on va aller vers la droite, plus le nombre d'o

urren
es va être �elev�e. Dans


e 
as, les tests se limitent �a examiner les noeuds �a droite sur le même niveau d'arbores
en
e et, �eventuellement,


eux les plus �a gau
he du niveau sup�erieur. L�a on obtient un algorithme eÆ
a
e.

Propri�et�e : Un arbre est dit de Hu�man adaptatif s'il v�eri�e les trois propri�et�es suivantes :

1. les fr�equen
es asso
i�ees aux noeuds d'un niveau d'arbores
en
e sont inf�erieures aux fr�equen
es de tous

les noeuds des niveaux sup�erieurs ;

2. la fr�equen
e d'un noeud donn�e est sup�erieure ou �egale �a 
elle des noeuds qui sont �a sa gau
he sur le

même niveau d'arbores
en
e ;

3. la fr�equen
e asso
i�ee �a 
haque noeud qui n'est pas une feuille est �egale �a la somme des fr�equen
es de

ses deux �ls.

On a vu pr�e
�edemment 
omment faire les modi�
ations : par intervertion de noeuds. On peut don
 mainte-

nant donner l'algorithme de transformation de l'arbre :

Algorithme 1 (modi�
ation de l'arbre de Hu�man)

�

A l'arriv�ee d'un symbole sur le 
ot d'entr�ee,

appelons-le a, dont le nombre d'o

urren
es �etait auparavant n, on e�e
tue les op�erations suivantes :

1. On 
ompare a ave
 ses su

esseurs imm�ediats (par rapport au nombre d'o

urren
es) dans l'arbre (de

la gau
he vers la droite et de bas en haut). Si le su

esseur a un nombre d'o

urren
es sup�erieur ou �egal

�a n + 1, alors les noeuds sont en
ore tri�es dans le bon ordre et il n'y a pas besoin de modi�er l'arbre.

Sinon 
ertains su

esseurs ont un nombre d'o

urren
es �egal �a 
elui de a. Dans 
e 
as, on intervertit le

dernier su

esseur (
elui le plus haut, puis le plus �a droite dans l'arbre) qui n'est pas un de ses an
êtres

ave
 a.

2. On in
r�emente n.

3. Si a est la ra
ine de l'arbre, l'algorithme de modi�
ation est termin�e. Sinon, on repart �a l'�etape 1 mais

ave
 pour nouveau a le parent de a.

Examinons sur un exemple 
omment fon
tionne 
et algorithme : Partons de l'arbre le plus �a gau
he de la

�gure 6. Notons que 
et arbre v�eri�e bien la propri�et�e des arbres de Hu�man adaptatifs. En e�et, sur 
haque

niveau d'arbores
en
e, les nombres d'o

urren
es sont tri�es par ordre 
roissant de la gau
he vers la droite, et

du bas vers le haut. On lit maintenant le symbole a

1

sur le 
ot d'entr�ee. Appelons n

i

les nombres d'o

urren
e

des a

i

.

�

Etape 1 de l'algorithme : 
omparons n

1

et n

2

. n

2

= 2 � n

1

+ 1 = 1 + 1 = 2. Don
 l'arbre n'a pas
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a1 a2 a4

a5

a3 a1 a3 a4

a5

a2

a1 a1

a1 a3 a4

a5

a4 a1a2 a2 a3

a5a12

a1234

a12345

arbre de départ arbre 2

(2) (2) (2)

(4)

arbre 3.1 arbre 3.2

(1) (2) (2) (2)

(3) (4)

(7)

(2) (2) (2)

(4)

(2)

(4)

(8)

(2) (2)(2)

(4)

(3)

(5)

(9)(8)

(4)

(2)

(17) (17) (18)(16)

(9) (9) (9) (9)

Fig. 6 { Illustration de l'algorithme de modi�
ation.

besoin d'être modi��e.

�

Etape 2 : on fait passer n

1

de 1 �a 2.

�

Etape 3 : a

1

n'est pas la ra
ine de l'arbre. On

re
ommen
e don
 l'algorithme ave
 le noeud a

12

. n

12

+ 1 = 3 + 1 = 4 � n

34

. Don
 pas de modi�
ation de

l'arbre.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

12

.

�

Etape 3 : a

12

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e l'�etape 1 ave
 le

noeud a

1234

: n

1234

+ 1 = 7 + 1 = 8 � n

5

= 9. Don
 pas de modi�
ation de l'arbre.

�

Etape 2 : on in
r�emente

n

1234

.

�

Etape 3 : a

1234

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e ave
 a

12345

. Ce noeud n'a pas de su

esseur,

don
 on passe �a l'�etape 2. on in
r�emente n

12345

.

�

Etape 3 : on est �a la ra
ine, don
 l'algorithme est termin�e. On

obtient alors l'arbre 2 sur la �gure 6.

On lit maintenant un nouveau symbole a

1

sur le 
ot d'entr�ee.

�

Etape 1 : on examine les su

esseurs de a

1

.

n

2

= 3 < n

1

+ 1 = 4, don
 l'arbre doit être modi��e : on doit intervertir a

1

ave
 le noeud ayant exa
tement n

2

o

urren
es le plus haut et le plus �a droite dans l'arbre. a

2

est un su

esseur ; on 
ontinue vers la droite : a

3

est

un su

esseur ; on 
ontinue vers la droite : a

4

est un su

esseur ; on 
ontinue ave
 le noeud le plus �a gau
he sur

le niveau d'arbores
en
e sup�erieur : a

12

n'est pas un su

esseur 
ar n

12

= 4 � n

1

+1 = 2+ 1. Don
 on �e
hange

a

1

ave
 a

4

.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

1

.

�

Etape 3 : a

1

n'est pas la ra
ine de l'arbores
en
e, don
 on re
ommen
e

l'�etape 1 ave
 le parent de a

1

, �a savoir a

13

. Et ainsi de suite. On obtient alors l'arbre 3.2.

Sur la �gure 
i-dessous, on 
ontinue �a lire sur le 
ot d'entr�ee le symbole a

1

.

�

Etape 1 : on examine les

a1a1

a2 a3a4 a1

a5 a5

a4 a2 a3 a1 a1a2 a3a4

a5

a4

a1

a2

a3

a5

(2) (2)(2)

(4)

(4)

(6)

(18)

(9)

(19)

(2) (2)(2)

(4)

(10)

(6)

(9)

(6)

(2) (2)

(4)

(11)

(20)

arbre 4.1 arbre 4.2 arbre 5.1 arbre 5.2

(19)

(2) (2)(2)

(4)

(10)

(6)

(9)(9)

(4) (4)

(9)

(5)

(2)

Fig. 7 { Illustration de l'algorithme de modi�
ation (suite).

su

esseurs de a

1

, 
'est-�a-dire a

42

. n

42

= 4 � n

1

+ 1 = 3 + 1 = 4. Don
 pas de modi�
ation de l'arbre.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

1

, qui passe don
 de 3 �a 4.

�

Etape 3 : a

1

n'est pas la ra
ine de l'arbores
en
e, don
 on

re
ommen
e l'�etape 1 ave
 le noeud a

13

.

�

Etape 1 : on 
ompare a

13

ave
 son su

esseur imm�ediat, 
'est-�a-dire

a

1234

. n

1234

� n

13

+ 1. Don
 pas de modi�
ation de l'arbre.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

13

, qui passe �a 6. On

obtient alors l'arbre 4.1.

�

Etape 3 : a

13

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e ave
 a

1234

. n

1234

+1 = 9+1 > n

5

.

a

5

est l'unique su

esseur de a

1234

. Don
 on intervertit a

1234

et a

5

.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

1234

, qui passe

don
 �a 10.

�

Etape 3 : a

1234

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e ave
 a

12345

. Ce dernier n'a pas de su

esseur,

don
 on passe dire
tement �a l'�etape 2 : on in
r�emente n

12345

et l'algorithme est �ni. On obtient alors l'arbre 4.2.

Pour terminer, lisons en
ore une derni�ere fois le symbole a

1

. Comparons a

1

ave
 ses su

esseurs imm�ediats,

�a savoir a

42

. n

42

= 4 < n

1

+1 = 4+ 1 = 5. Don
 on intervertit a

42

et a

1

.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

1

, qui passe

don
 �a 5.

�

Etape 3 : a

1

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e l'�etape 1 ave
 le parent de a

1

, �a savoir a

1234

.

On 
ompare a

1234

ave
 son su

esseur imm�ediat, �a savoir a

12345

. n

12345

= 19 � n

1234

+1 = 10+1. Don
 pas de

modi�
ation de l'arbre.

�

Etape 2 : on in
r�emente n

1234

.

�

Etape 3 : a

1234

n'est pas la ra
ine, don
 on re
ommen
e

ave
 son parent a

12345

. Celui-
i n'a pas de su

esseur, don
 on passe �a l'�etape 2. On in
r�emente n

12345

et

l'algorithme est termin�e.
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2.3.2 Insertion de nouveaux symboles

Nous avons vu dans la sous-se
tion pr�e
�edente 
omment modi�er l'arbre lors de l'arriv�ee de symboles appar-

tenant d�ej�a �a l'arbre de Hu�man. Il nous reste en
ore �a voir 
omment r�ealiser l'insertion de nouveaux symboles

dans l'arbre de Hu�man. Cela pose deux probl�emes :

1. o�u pla
er le 
ara
t�ere d'�e
happement dans l'arbre ?

2. 
omment ins�erer les noeuds 
orrespondant aux nouveaux symboles ?

On peut r�esoudre le premier probl�eme de plusieurs mani�eres. David Salomon, dans son livre <Data Compres-

sion : the 
omplete referen
e> propose d'asso
ier au 
ara
t�ere d'�e
happement un nombre d'o

urren
es toujours

�egal �a 0 et de toujours le pla
er sur la bran
he de l'arbre ne 
ontenant que des <0>.

Si l'on a�e
tait des <0> aux bran
hes de droite et des <1> aux bran
hes de gau
he, on obtiendrait ainsi des

arbres tels que 
eux 
i-dessous (le

s

repr�esente le 
ara
t�ere d'�e
happement) :

a 1 a 2 a 3 4a

(0)

(1) (1) (1) (1)

(2) (2)

(4)

(4)

a 1 a 2 a 3

4a a 5

1

6a 7 a 8 (0)
(1)(1)

(2)

(2) (2)

(4)

(4)

(2)

(2)

(4)

(4)(4)

(8)(8)

(12)

(20)

a

a

(3)
(0)

Une autre mani�ere de r�esoudre le probl�eme, et 
'est 
e que nous utiliserons par la suite, est de 
onsid�erer

que le 
ara
t�ere d'�e
happement est un 
ara
t�ere 
omme un autre et de le pla
er dans l'arbre en fon
tion de son

nombre d'o

urren
es (qui reste, rappelons-le toujours �a 0). L'arbre le plus �a droite sur la �gure 
i-dessus serait

alors rempla
�e par :

aa 2 3

1

4a

a
(1)(0)

(1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(4)

Voyons maintenant 
omment r�esoudre le deuxi�eme probl�eme, �a savoir o�u ins�erer les nouveaux symboles dans

l'arbre. On sait que si l'on 
onsid�ere que le 
ara
t�ere d'�e
happement est un symbole 
omme un autre, il est

for
�ement au niveau le plus bas de l'arbores
en
e (
ar sa fr�equen
e est de 0 et que l'arbre v�eri�e la propri�et�e

d'arbre de Hu�man adaptatif). Par 
ons�equent, si l'on rempla
e 
e symbole par un noeud ayant pour enfant

d'une part le 
ara
t�ere d'�e
happement et, d'autre part, le nouveau symbole ave
 une fr�equen
e de 0, l'arbre

sera toujours de Hu�man adaptatif et il suÆra alors de lan
er la pro
�edure de modi�
ation de l'arbre pour le

mettre �a jour 
orre
tement. Exemple : on part de l'arbre 1 
i-dessous et on lit sur le 
ot d'entr�ee un nouveau

symbole a

5

. On rempla
e alors le 
ara
t�ere d'�e
happement par le noeud 
ontenant le nouveau symbole et le


ara
t�ere d'�e
happement, 
e qui nous donne l'arbre 2. On e�e
tue alors l'algorithme de modi�
ation de l'arbre,


e qui nous donne l'arbre 3.

a 5

1a

2a 3 4a

a 5

a

(1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(4)

(0)

(0)

(0)

(1)

1

a 2 a 3 4a

a 5

a 1 a

2 a 3 4aa

(1)

(2)

(1)

(3)

(1)

(2)

(1)

(5)

(1)

(1)

(0)
arbre 1 arbre 2 arbre 3

(1)(0)

(1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

(4)
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2.3.3 Exemple d'appli
ation de la m�ethode

On veut 
ompresser la 
hâ�ne de 
ara
t�eres <aab

bb>. On devrait 
ommen
er l'algorithme ave
 un arbre

vide ou, �a la rigueur, ave
 un arbre ne 
ontenant que le 
ara
t�ere d'�e
happement. Mais 
ela entrâ�nerait, par

la suite, de nombreux tests inutiles (tester si l'arbre est vide dans le premier 
as, et s'il ne 
ontient qu'une

seule feuille dans le deuxi�eme). Pour �eviter 
ela, nous allons partir de l'arbre 1 
i-apr�es ayant deux feuilles : le


ara
t�ere d'�e
happement et le symbole de �n de �
hier <EOF>. On supposera par la suite que, dans l'arbre,

toutes les bran
hes de gau
he sont 
od�ees ave
 des <0> et que toutes les bran
hes de droite sont des <1>.

(0)
a

(0)

(0)
EOF
(0)

(0)

(0)

(0) a

EOF
(0)

(1)

(1)

arbre 2.2

(0)

(0) a

EOF
(0)

(2)

(2)

arbre 3

a(0)

(0) EOF
(0)

arbre 2.1arbre 1

a b

arbre 4.1

a
(2)

(0)

(0)
b

(1)
EOF
(0)
arbre 4.2

a
(2)

EOF
(0)

(0)
b

(0)

(0)

(0)

(2) (3)

(1)

On lit maintenant le 
ara
t�ere <a> sur le 
ot d'entr�ee. Ce symbole ne fait pas partie de l'arbre. On �e
rit

don
 sur le 
ot de sortie le 
ara
t�ere d'�e
happement puis le 
ode ASCII 
orrespondant au <a>, autrement dit

<0j01100001>. On rajoute le 
ara
t�ere <a> dans l'arbre (
f. arbre 2.1) et on e�e
tue la modi�
ation de l'arbre

a�n de se retrouver ave
 un arbre de Hu�man adaptatif. On obtient alors l'arbre 2.2. On lit maintenant un

nouveau 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee. C'est en
ore un <a>. Cette fois-
i, le 
ara
t�ere appartient �a l'arbre. On

�e
rit don
 son 
ode sur le 
ot de sortie : <1> et on met �a jour l'arbre, qui devient l'arbre 3. On lit maintenant un

<b> sur le 
ot d'entr�ee. Ce 
ara
t�ere n'appartient pas �a l'arbre. On �e
rit don
 sur le 
ot de sortie le 
ara
t�ere

d'�e
happement suivi du 
ode ASCII de <b> : <00j01100010>. Notons que le 
ode du 
ara
t�ere d'�e
happement

n'est pas le même que 
elui utilis�e lors de l'arriv�ee du premier <a>. On rajoute <b> dans l'arbre, 
e qui nous

donne l'arbre 4.1 et on applique l'algorithme de modi�
ation qui nous donne l'arbre 4.2.

L'arriv�ee d'un nouveau 
ara
t�ere, <
>, nous fait �e
rire sur le 
ot de sortie le 
ara
t�ere d'�e
happement ainsi

que son 
ode ASCII : <000j01100011>. On ins�ere <
> dans l'arbre (
f. arbre 5.1 
i-dessous) et on e�e
tue la

modi�
ation de l'arbre (arbre 5.2). On lit �a nouveau un 
ara
t�ere <
> sur le 
ot d'entr�ee. Comme 
elui-
i

appartient d�ej�a �a l'arbre, on n'�e
rit sur le 
ot de sortie que son 
ode : <001> et on se 
ontente d'appliquer

l'algorithme de modi�
ation de l'arbre. On obtient alors l'arbre 6. On lit maintenant un <b> sur le 
ot d'entr�ee.

On �e
rit son 
ode sur le 
ot de sortie <101> et on modi�e l'arbre. On obtient alors l'arbre 7. On lit en�n un

dernier 
ara
t�ere <b> sur le 
ot d'entr�ee. On �e
rit don
 en
ore une fois le 
ode de <b>, qui est en
ore <101>

dans l'arbre 7. On modi�e 
e dernier et on obtient l'arbre 8. La 
hâ�ne est termin�ee en prin
ipe par un EOF.

On �e
rit don
 
e dernier : <1001>. Finalement, on aura �e
rit sur le 
ot de sortie :

0j01100001j1j00j01100010j000j01100011j001j101j101j1001;

et, si l'on �e
rit sur disque, 
omme il y a 44 bits, on rajoute 4 bits pour obtenir 6 o
tets. On aura don
 �e
rit les

o
tets suivants :

00110000 11000110 00100000 11000110 01101101 10010000:

Notons que nous n'avons �e
rit que 6 o
tets alors qu'en entr�ee on avait 8 o
tets (en 
omptant EOF).
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a
(2)

b
(1)

(0)

c
(1)

EOF
(0)

(4)

(2)

(1)

arbre 5.2

(2)

(0)

(1)
EOF
(0)

(3)

(1)
c

b

arbre 7

a
(2)

(6)

(2)

(0)

(2)
EOF
(0)

(4)

(2)
c

b

c a
(2)

(0)
b

(1)

(3)

(1)

(0)

EOF
(0)

c
(0)

arbre 5.1

c

b

arbre 6

a
(2)

(5)

b

arbre 8

(3)

(7)

(2)

(0)

(2)
EOF
(0)

(4)

(2)
c

a

b

Pour e�e
tuer la d�e
ompression, rien de plus simple : on part 
omme ave
 le 
ompresseur de l'arbre 1. Le

premier bit lu sur le 
ot d'entr�ee est un <0> 
e qui signi�e que 
'est le 
ara
t�ere d'�e
happement. Par 
ons�equent,

on sait que les 8 pro
hains bits 
orrespondent �a un 
ode ASCII. On obtient notre premier <a>. On met alors �a

jour l'arbre de Hu�man 
omme si on avait fait une 
ompression. On a don
 maintenant l'arbre 2.2. Le pro
hain

bit lu sur le 
ot d'entr�ee est un <1>. Don
, en par
ourant l'arbre de Hu�man 2.2, on voit que 
ela 
orrespond

�a un <a>. On met alors �a jour l'arbre et on obtient l'arbre 3. Et ainsi de suite jusqu'�a la �n du �
hier. Quand

on voit le symbole EOF, on sait que la d�e
ompression est �nie et on ne lit don
 pas les bits qui restent.

2.3.4 Probl�emes d'impl�ementation

Lorsque l'on impl�emente l'algorithme d�e
rit 
i-dessus, il faut 
hoisir un type de donn�ees pour sto
ker les

nombres d'o

urren
es. En prin
ipe, on 
hoisit d'utiliser un unsigned int. Sur un PC linux, une telle donn�ee

va de 0 �a 2

32

� 4; 295 10

9

. Autrement dit, on peut 
ompresser jusqu'�a 4,3Go de �
hier sans que le programme

plante et 
ommen
e �a faire n'importe quoi. En prin
ipe, la plupart des �
hiers que l'on 
ompresse ont une taille

largement inf�erieure, don
 pas de probl�eme.

Si, d'aventure, on veut 
ompresser des donn�ees de plus grande taille, le m�e
anisme utilis�e dans 
e 
as est en

g�en�eral le suivant : lorsque l'on se rappro
he du nombre maximal support�e par les unsigned int, on divise tous

les nombres d'o

urren
es de toutes les feuilles par 2 et on re
al
ule les nombres asso
i�es �a tous les autres noeuds.

C'est 
e que l'on appelle en anglais un res
aling. On perd un peu de pr�e
ision dans la manip puisque des nombres

d'o

urren
es aux feuilles/symboles apparus 10 et 11 fois seront tous deux transform�es en 5 <apparitions>.

Cette impr�e
ision se propage �evidemment �a tous les noeuds de l'arbre. Mais en prin
ipe, 
omme les nombres

d'o

urren
e de tous les noeuds sont relativement grands quand on e�e
tue 
ette manip, l'impr�e
ision engendr�ee

reste marginale. Notons de plus que 
ette manipulation ne sera pas fr�equente puisqu'elle intervient seulement

apr�es avoir lu 4,3Go, 8,6Go, 12,9Go, et
. Ce m�e
anisme a en fait plus une valeur historique que pratique : en

e�et, lorsque les ar
hite
tures �etaient de 16 bits, les unsigned int s'�etalaient de 0 �a 2

16

= 65536 et il arrivait

souvent que les �
hiers �a 
ompresser aient plus de 65Ko.

Un autre probl�eme qui se pose est la taille du bu�er servant �a g�en�erer les 
odes �e
rits sur le 
ot de sortie.

Lorsque l'on re�
oit un symbole sur le 
ot d'entr�ee, on le re
her
he dans l'arbre. S'il existe, on r�e
up�ere son 
ode

en par
ourant les bran
hes du symbole vers la ra
ine et en inversant l'ordre des bits obtenus. Cela signi�e que

l'on a besoin d'un bu�er pour sto
ker tout 
ela. Or, lorsque l'on rajoute de plus en plus de symboles, 
e bu�er

va avoir besoin d'être de plus en plus grand et on risque un over
ow. Plusieurs solutions existent pour �eviter


ela : on peut utiliser une liste 
hâ�n�ee pour sto
ker le bu�er, mais 
'est en g�en�eral assez lent. On peut aussi

utiliser un array et redimensionner 
e dernier si besoin est. On peut aussi utiliser un algorithme r�e
ursif qui

�e
rit dire
tement les bits dans un �
hier (dans 
e 
as, 
'est la pile d'ex�e
ution qui va 
ontenir impli
itement
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l'array).

2.4 Quelques variantes de l'algorithme de Hu�man

2.4.1 MNP5 et MNP7

Mi
ro
om, un fabri
ant de modem, a d�evelopp�e un proto
ol appel�e MNP (a
ronyme de Mi
ro
om Networking

Proto
ol) a�n de sp�e
i�er les diverses te
hniques utilis�ees pour le transfert de donn�ees modem (
omment s�eparer

les o
tets en paquets de bits, 
omment transmettre des paquets en mode syn
hrone, asyn
hrone, et
). Parmi


es sp�e
i�
ations, les 
lasses 5 et 7 de MNP 
orrespondent aux algorithmes de 
ompression. Ces te
hniques sont

utilis�ees dans la plupart des modems a
tuels.

Commen�
ons par MNP5. Cette m�ethode utilise deux �etapes :

1. on 
ommen
e par faire un run length en
oding sur les donn�ees. Quand au moins 3 o
tets 
ons�e
utifs

du 
ot d'entr�ee sont identiques, on �emet sur le 
ot de sortie 3 fois 
et o
tet, suivi d'un o
tet servant

de 
ompteur de r�ep�etition (un 0 indiquant exa
tement trois r�ep�etitions). Par exemple, <AAAAAA> sera


od�e <AAA3> ;

2. la se
onde �etape 
orrespond �a une variation de l'algorithme de Hu�man adaptatif, que nous allons expli
iter

tout de suite en d�etails.

La deuxi�eme �etape prend en entr�ee le 
ot de sortie de la premi�ere. Elle pourrait utiliser une m�ethode de

Hu�man adaptative, mais les modi�
ations de l'arbre s'av�erent trop 
oûteuses en temps pour un modem. C'est

pourquoi elle utilise un arbre bien parti
ulier (les bran
hes de gau
he sont des <0> et les bran
hes de droite des

<1>) :

Dans tout l'algorithme MNP5, 
'est 
et arbre qui sera utilis�e. Dans Hu�man adaptatif, la modi�
ation

se faisait en intervertissant des noeuds, 
e qui bouleversait toute la topologie de l'arbre. I
i, l'id�ee sera juste

d'intervertir des feuilles, 
e qui ne bouleversera en rien la topologie du graphe, et 
e sera don
 beau
oup

plus rapide �a 
al
uler. L'in
onv�enient de la m�ethode est �evidemment que la 
ompression r�ealis�ee est moins

performante que 
elle de Hu�man adaptatif.

La deuxi�eme �etape d�ebute ave
 le tableau suivant, qui 
orrespond exa
tement �a l'arbre d�e
rit plus haut :

o
tet freq 
ode o
tet freq 
ode o
tet freq 
ode � � � o
tet freq 
ode

0x00 0 0000 0x08 0 011000 0x10 0 1000000 � � � 0xF8 0 1111111000

0x01 0 0001 0x09 0 011001 0x11 0 1000001 � � � 0xF9 0 1111111001

0x02 0 0010 0x0A 0 011010 0x12 0 1000010 � � � 0xFA 0 1111111010

0x03 0 0011 0x0B 0 011011 0x13 0 1000011 � � � 0xFB 0 1111111011

0x04 0 01000 0x0C 0 011100 0x14 0 1000100 � � � 0xFC 0 1111111100

0x05 0 01001 0x0D 0 011101 0x15 0 1000101 � � � 0xFD 0 1111111101

0x06 0 01010 0x0E 0 011110 0x16 0 1000110 � � � 0xFE 0 1111111110

0x07 0 01011 0x0F 0 011111 0x17 0 1000111 � � � 0xFF 0 11111111110

Lorsqu'un o
tet a est lu sur le 
ot d'entr�ee, le 
ode 
orrespondant dans l'arbre est �emis sur le 
ot de sortie.

Comme dans l'algorithme de Hu�man adaptatif, le nombre d'o

urren
es (fr�equen
e) asso
i�e �a a est in
r�ement�e

de 1 et l'on modi�e l'arbre pour que les 
ara
t�eres ayant les fr�equen
es les plus �elev�ees aient les 
odes les plus

petits. La di��eren
e ave
 Hu�man adaptatif est, qu'i
i, on se 
ontentera d'intervertir deux feuilles pour r�ealiser
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ela. Autrement dit, on intervertira juste les 
odes asso
i�es �a deux 
ara
t�eres dans la table 
i-dessus. Dans

MNP5, les nombres d'o

urren
es sont sto
k�es sur un seul o
tet. Quand il y a d�epassement de 
apa
it�e, on fait


omme dans Hu�man adaptatif : on divise tous les nombres d'o

urren
es par 2.

A�n que la mise �a jour du tableau (de l'arbre) soit r�ealis�ee rapidement, on g�en�ere les deux tableaux 
i-

dessous :

PFP
C

0000
0001
0010
0011
01000

11111111110
1111111110
1111111101

CodeNb occ

0
0
0
0
0

0
0
0

...
...

...
...

.

...
...

...
...

.

...
...

...
...

.

...
...

...
...

.

0xFF
0xFE
0xFD

0x04
0x03
0x02
0x01
0x00

octet

P

F

et P

C

sont des pointeurs respe
tivement vers le tableau 
ontenant les fr�equen
es et vers 
elui 
ontenant

les 
odes. Ces pointeurs pointent l'un vers l'autre, 
'est-�a-dire que si P

F

[i℄ pointe sur l'indi
e j du tableau des

fr�equen
es, alors P

C

[j℄ pointe sur l'indi
e i du tableau des 
odes. C'est 
e qui est symbolis�e par les 
�e
hes sur la

�gure 
i-dessus. Le tableau des fr�equen
es est 
lass�e selon l'ordre 
roissant des o
tets, et 
elui des 
odes selon

l'ordre 
roissant de leur taille. Par 
ons�equent, si l'on par
ourt la table des 
odes de haut en bas et que l'on


r�e�e la liste des fr�equen
es point�ees par les 
odes par
ourus, 
elle-
i est tri�ee par ordre d�e
roissant. D�es lors,

l'algorithme de modi�
ation de l'arbre est relativement simple : on part du 
ara
t�ere que l'on vient de lire sur le


ot d'entr�ee, supposons qu'il 
orresponde au nombre i. On in
r�emente son 
ompteur de fr�equen
e. On regarde

alors le 
ode sur lequel il pointe : P

C

[i℄. Si 
e 
ode n'est plus valable, 
'est que i doit avoir maintenant un 
ode

plus 
ourt et don
 un 
ode qui se trouve au dessus de 
elui qu'il a a
tuellement. On regarde le 
ode juste au

dessus (indi
e : P

C

[i℄ - 1). Grâ
e �a P

F

, on regarde la fr�equen
e qui lui est asso
i�ee (indi
e : j = P

F

[P

C

[i℄� 1℄).

Si 
elle-
i est sup�erieure ou �egale �a 
elle de Nb O

[i℄, l'arbre n'a pas besoin d'être modi��e puisque les 
odes

pointent en
ore sur des fr�equen
es tri�ees par ordre d�e
roissant. Sinon, on doit intervertir les 
odes des 
ara
t�eres

i et j. Une fois l'intervertion r�ealis�ee, on re
ommen
e jusqu'�a 
e que plus au
une intervertion ne puisse arriver.

D'o�u l'algorithme :

/* i
i, les pointeurs P_F et P_C sont juste les indi
es des elements */

/* dans les tableaux Nb_O

 et Code */

void Update_Tree(unsigned 
har i)

{

unsigned 
har j;

unsigned 
har tmp;

Nb_O

[i℄++;

while (P_C[i℄ > 0 && Nb_O

[j = P_F[P_C[i℄-1℄℄ < Nb_O

[i℄)

{

tmp = P_C[i℄; P_C[i℄ = P_C[j℄; P_C[j℄ = tmp;

tmp = P_F[P_C[i℄℄; P_F[P_C[i℄℄ = P_F[P_C[j℄℄; P_F[P_C[j℄℄ = tmp;

}

}

MNP7 est un algorithme un peu plus 
ompliqu�e mais plus eÆ
a
e. Il utilise lui aussi deux �etapes :

1. on 
ommen
e par faire un run length en
oding sur les donn�ees. Quand au moins 3 o
tets 
ons�e
utifs du 
ot

d'entr�ee sont identiques, on �emet sur le 
ot de sortie 3 fois 
et o
tet, suivi de 4 bits servant de 
ompteur

de r�ep�etition (un 0 indiquant exa
tement trois r�ep�etitions) ;

2. la se
onde �etape 
orrespond �a une variation de l'algorithme MNP5.
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La di��eren
e par rapport �a MNP5 est que l'on ne se 
ontente pas d'un arbre dans lequel les feuilles sont les


ara
t�eres lus, mais on utilise i
i un arbre dont les feuilles sont des 
ouples (avant dernier 
ara
t�ere lu, dernier


ara
t�ere lu). Autrement dit, quand on lit un 
ara
t�ere b sur le 
ot d'entr�ee, le 
ode �emis sur le 
ot de sortie

d�epend du 
ara
t�ere a lu avant lui. Cela 
orrespond, en math�ematique, �a 
e que l'on appelle un mod�ele de

Markov d'ordre 1. L'algorithme 
onsiste don
 �a 
r�eer un arbre similaire �a 
elui de la page pr�e
�edente, mais

pouvant 
ontenir tous les 
ouples de 
ara
t�eres possibles. Supposons qu'on ait lu un 
ara
t�ere a et qu'on lise

maintenant un 
ara
t�ere b sur le 
ot d'entr�ee. On �e
rit alors le 
ode 
orrespondant �a (a; b) sur le 
ot de sortie.

On in
r�emente ensuite le nombre d'o

urren
es de la paire (a; b) et on applique la modi�
ation de l'arbre 
omme

dans MNP5. Si on lit maintenant un 
ara
t�ere 
, on �e
rit sur le 
ot de sortie le 
ode 
orrespondant �a la paire

(b; 
), on in
r�emente le nombre d'o

urren
es de 
ette paire et on e�e
tue la modi�
ation de l'arbre, toujours


omme dans MNP5. Et ainsi de suite.

L'id�ee de 
et algorithme est que, dans les textes de n'importe quelle langue, la probabilit�e d'apparition d'un


ara
t�ere d�epend souvent du 
ara
t�ere pr�e
�edent. Par exemple, si, dans un texte fran�
ais, l'on trouve un <q>,

il y a une forte 
han
e que la lettre suivante soit un <u> et tr�es peu de 
han
es que 
e soit une autre lettre.

Or, dans tous les algorithmes statistiques pr�e
�edents, on ne tenait pas 
ompte de 
ette propri�et�e. En e�et, si

l'on avait ren
ontr�e beau
oup de lettres <a> et tr�es peu de <u>, on �emettait apr�es le 
ode de <q> sur le 
ot de

sortie un long 
ode pour <u>. Grâ
e au mod�ele de Markov, on �emettra apr�es le <q> un 
ode 
ourt 
ar le <u>

a une tr�es forte 
han
e d'apparâ�tre apr�es le <q>.

2.4.2 Le 
ode de Golomb

Les 
odes dit de Golomb-Ri
e appartiennent �a une famille de 
odes d�e�nis pour en
oder eÆ
a
ement des

entiers, ave
 l'hypoth�ese que plus l'entier est �elev�e, plus sa probabilit�e d'apparition est faible. Le 
ode le plus

simple, mais pas le plus eÆ
a
e, est le 
ode unaire. Celui-
i en
ode l'entier n grâ
e �a n <1>, suivis par un <0>.

Par exemple, 5 est en
od�e par <111110>. Le 
ode unaire 
orrespond �a un 
ode de Hu�man pour l'alphabet

f1; 2; 3; : : :g muni de la loi de probabilit�e P (k) = 1=2

k

. Puisque Hu�man est optimal pour des puissan
es

n�egatives de 2 (
f. la sous-se
tion 2.2.2), le 
ode unaire l'est aussi dans 
e 
as. Cependant, il est tr�es sous-

optimal lorsqu'on s'�eloigne de 
ette loi de probabilit�e. Comme on peut le voir, le 
ode unaire est vraiment tr�es

simple �a impl�ementer. En augmentant un petit peu la 
omplexit�e d'en
odage, on trouve un 
ertain nombre de


odes s�eparant l'entier n en deux parties, et repr�esentant la premi�ere ave
 un 
ode unaire et la deuxi�eme ave


un autre 
ode. Parmi 
eux-
i se trouve le 
ode de Golomb.

Il fut d�e
rit en 1966 dans un petit arti
le (S.W. Golomb, <Run Length En
odings>, IEEE transa
tions on

Information Theory, IT-12, pp.399{401, juillet 1966), qui 
ommen�
ait ainsi : <Se
ret agent 00111 is ba
k at the


asino again, playing a game of 
han
e, while the fate of mankind hangs in the balan
e>. L'agent 00111 a besoin

d'un 
ode pour repr�esenter des s�equen
es o�u il gagne �a la roulette, le 
ode de Golomb est exa
tement 
e dont il a

besoin. Il est relativement simple : soitm > 0 un entier. Un 
ode de Golomb de param�etrem 
al
ule pour 
haque

entier n la division eu
lidienne de n par m, q = bn=m
, et le reste de la division, r = n� qm. Le quotient q est

alors en
od�e grâ
e �a un 
ode unaire. Si m est une puissan
e de 2, r est en
od�e sur log

2

m bits (repr�esentation

binaire normale). Si, au 
ontraire, m n'est pas une puissan
e de 2, on pourrait 
oder r sur dlog

2

me bits, mais

on peut r�eduire la longueur du 
ode (et 
'est 
e que fait le 
ode de Golomb) si l'on utilise une repr�esentation

de r sur blog

2

m
 bits pour en
oder les 2

dlog

2

me

�m plus petites valeurs de r, et une repr�esentation binaire de

r + 2

dlog

2

me

�m pour les autres valeurs de r. Le 
ode de Golomb en
ode l'entier n en �e
rivant su

essivement

la repr�esentation unaire de q, suivie par la repr�esentation de r mentionn�ee 
i-dessus.

Par exemple, pour m = 5,

dlog

2

5e = 3 et blog

2

5
 = 2:

Don
, les 8 � 5 = 3 premi�eres valeurs de r, �a savoir 0, 1, 2, seront 
od�ees grâ
e �a une repr�esentation de r sur

2 bits, et les 2 derni�eres valeurs de r, �a savoir 3 et 4, seront 
od�ees grâ
e �a une repr�esentation binaire sur 3 bits

de r + 3. Le quotient q, quant �a lui, est toujours repr�esent�e grâ
e �a un 
ode unaire. Ainsi, pour n = 12, q = 2

et r = 2. q est don
 en
od�e <110>, et r <10>. Le 
ode de Golomb asso
ie don
 au nombre 12 le 
ode <11010>.

Le tableau 
i-apr�es montre les 
odes des entiers de 0 �a 23 :
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n q r 
ode n q r 
ode n q r 
ode

0 0 0 0j00 8 1 3 10j110 16 3 1 1110j01

1 0 1 0j01 9 1 4 10j111 17 3 2 1110j10

2 0 2 0j10 10 2 0 110j00 18 3 3 1110j110

3 0 3 0j110 11 2 1 110j01 19 3 4 1110j111

4 0 4 0j111 12 2 2 110j10 20 4 0 11110j00

5 1 0 10j00 13 2 3 110j110 21 4 1 11110j01

6 1 1 10j01 14 2 4 110j111 22 4 2 11110j10

7 1 2 10j10 15 3 0 1110j00 23 4 3 11110j110

On peut montrer que le 
ode de Golomb est optimal lorsque la distribution de probabilit�e des entiers (
f. �gure 8

sur la page suivante) est d�e�nie par :

P (n) = p

n�1

(1� p), pour un p 2℄0; 1[

et lorsque m v�eri�e :

m =

�

�

1

log

2

p

�

:

P(.)

entiers

Fig. 8 { La distribution de probabilit�e des entiers.

Ce 
ode est utilis�e entre autres dans l'algorithme de 
ompression 
onservative JPEG (que nous verrons dans la

sous-se
tion 4.1.2).

2.5 Le 
odage arithm�etique

Il est temps de dresser un petit bilan des m�ethodes statistiques que nous venons de voir : la plus eÆ
a
e, pour

l'instant, est indubitablement la m�ethode de Hu�man. En e�et, la m�ethode de Hu�man adaptative est moins

performante 
ar 
e n'est que lorsqu'elle a lu la majeur partie du 
ot d'entr�ee qu'elle a�e
te les 
odes optimaux

aux di��erents symboles. MNP5 est en
ore moins optimale que la m�ethode de Hu�man adaptative puisqu'elle

utilise un arbre bien parti
ulier. MNP7 est meilleur, mais 
'est, l�a en
ore, un algorithme moins performant

qu'une m�ethode de Hu�man d'ordre sup�erieur �a 1 (que nous ne verrons pas dans le 
adre de 
e 
ours 
ar nous

n'avons pas le temps de tout voir).

La m�ethode de Hu�man est don
 la plus eÆ
a
e de toutes 
elles que nous avons �etudi�ees. Pourtant, elle n'est

en g�en�eral pas optimale. I
i, il 
onvient de rappeler dans quel 
adre 
ette assertion est vraie. Dans le 
as o�u

les probabilit�es d'apparition des symboles sont des puissan
es de 2, nous avons vu e�e
tivement que Hu�man

est optimal. Quand les probabilit�es ne sont pas des puissan
es de 2, alors Hu�man est optimal au sein de la


lasse d'algorithmes qui, �a un symbole donn�e, asso
ient toujours le même 
ode (par exemple, des algorithmes

qui, lorsqu'ils lisent un <a> sur leur 
ot d'entr�ee, �e
riront les bits 1101 sur leur 
ot de sortie). Par 
ontre, il

existe des algorithmes en dehors de 
ette 
lasse qui donnent de meilleurs r�esultats que Hu�man, 
'est-�a-dire qui

se rappro
hent plus de l'entropie. Le 
odage arithm�etique en fait partie.
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Hu�man est un tr�es bon algorithme, mais il a un gros in
onv�enient : il 
ode 
haque symbole du 
ot d'entr�ee

sur un nombre entier de bits. Par exemple, si on 
ompresse un message sur un alphabet fa

1

; a

2

; a

3

; a

4

g et que

les probabilit�es d'apparition des symboles sont :

P (a

1

) = 0; 75 P (a

2

) = 0; 1 P (a

3

) = 0; 1 P (a

4

) = 0; 05;

alors Hu�man va asso
ier aux symboles de l'alphabet les 
odes suivants :

a

1

� 1 a

2

� 01 a

3

� 001 a

4

� 000:

Don
, en moyenne, un symbole est 
od�e sur 0; 75�1+0; 1�2+0; 1�3+0; 05�3 = 1; 4 bits. Pourtant, d'apr�es

Shannon, un algorithme optimal ne 
oderait les symboles que sur le nombre de bits suivant :

longueur du 
ode de a

1

= � log

2

P (a

1

) � 0; 415 bits longueur du 
ode de a

2

= � log

2

P (a

2

) � 3; 322 bits

longueur du 
ode de a

3

= � log

2

P (a

3

) � 3; 322 bits longueur du 
ode de a

4

= � log

2

P (a

4

) � 4; 432 bits:

Il en r�esulterait le 
odage d'un symbole en moyenne sur 0; 75�0; 415+0; 1�3; 322+0; 1�3; 332+0; 05�4; 432�

1; 197 bits.

On voit i
i 
e qui empê
he Hu�man d'être optimal : Hu�man ne peut 
oder les symboles que sur un

nombre entier de bits alors qu'un algorithme optimal devrait les 
oder sur un nombre fra
tionnaire de bits. Bien

�evidemment, il est impossible d'asso
ier �a un symbole un 
ode qui ne serait pas 
onstitu�e d'un nombre entier de

bits. C'est pourquoi le 
odage arithm�etique, plutôt que d'asso
ier un 
ode �a 
haque symbole, asso
ie un 
ode �a

la totalit�e du message.

2.5.1 Prin
ipe du 
odage arithm�etique

L'id�ee du 
odage arithm�etique est d'asso
ier un nombre entre 0 et 1 au message. Lorsque l'on d�ebute

l'algorithme, on peut avoir n'importe quel message en entr�ee. L'algorithme repr�esente 
ette in
ertitude en

sp�e
i�ant que le 
ode du message se trouve dans l'intervalle [0; 1[. Lorsque les symboles sont lus sur le 
ot

d'entr�ee, ils r�eduisent l'in
ertitude sur le 
ontenu du message. L'algorithme repr�esente 
ette diminution par

une r�edu
tion de la taille de l'intervalle. Lorsque l'on a lu tous les symboles du 
ot d'entr�ee, on 
hoisit 
omme


ode du message n'importe quel 
hi�re entre les bornes du dernier intervalle trouv�e. Voyons plus pr�e
is�ement


omment l'algorithme fon
tionne.

Algorithme 2 Les di��erentes �etapes du 
odage arithm�etique :

1. L'intervalle 
ourant est l'intervalle [0; 1[. On d�etermine les fr�equen
es d'apparition de 
ha
un des sym-

boles de l'alphabet.

2. On lit un symbole a sur le 
ot d'entr�ee. On e�e
tue une partition de l'intervalle 
ourant en autant de

sous-intervalles qu'il y a de symboles dans l'alphabet, et de tailles proportionnelles aux fr�equen
es des

symboles.

3. On 
hoisit 
omme nouvel intervalle 
ourant le sous-intervalle 
orrespondant au symbole a.

4. S'il reste en
ore des symboles sur le 
ot d'entr�ee, on revient �a l'�etape 2. Sinon, on �e
rit sur le 
ot de

sortie n'importe quel nombre 
ompris entre les bornes du nouvel intervalle 
ourant.

L'algorithme 
i-dessus m�erite d'être illustr�e sur un petit exemple :

Exemple 5 : Supposons que nous ayons en entr�ee le mot <abandonner>.

�

A l'�etape 1 de l'algorithme, on asso
ie

�a 
haque symbole de l'alphabet sa fr�equen
e :

symbole fr�equen
e symbole fr�equen
e

a 2/10 b 1/10

d 1/10 e 1/10

n 3/10 o 1/10

r 1/10

Dans toute la suite, on r�epartira les intervalles de la mani�ere suivante :
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e n oa b d r

surface = 2/10 ème de la surface totale

borne haute de l’intervalle
borne basse de l’intervalle

Ainsi, l'intervalle [0; 1[ sera partitionn�e 
omme indiqu�e 
i-dessous :

symbole fr�equen
e fr�equen
e 
umul�ee sous-intervalle

a 2/10 02/10 intervalle [0; 0; 0; 2[

b 1/10 03/10 intervalle [0; 2; 0; 3[

d 1/10 04/10 intervalle [0; 3; 0; 4[

e 1/10 05/10 intervalle [0; 4; 0; 5[

n 3/10 08/10 intervalle [0; 5; 0; 8[

o 1/10 09/10 intervalle [0; 8; 0; 9[

r 1/10 10/10 intervalle [0; 9; 1; 0[

Passons maintenant �a l'�etape 2 de l'algorithme. L'intervalle 
ourant est [0; 1[ et on lit le 
ara
t�ere <a>

sur le 
ot d'entr�ee. On partitionne alors l'intervalle [0; 1[ 
omme indiqu�e 
i-dessus.

�

Etape 3 : on rempla
e

l'intervalle 
ourant par 
elui 
orrespondant au 
ara
t�ere <a>, 
'est-�a-dire [0; 0; 0; 2[.

�

Etape 4 : il reste

en
ore des 
ara
t�eres �a lire sur le 
ot d'entr�ee, don
 on repart �a l'�etape 2, mais 
ette fois-
i ave
 l'intervalle


ourant [0; 0; 0; 2[.

On lit le 
ara
t�ere <b>. On partitionne l'intervalle [0; 0; 0; 2[ en sous-intervalles de tailles proportion-

nelles aux fr�equen
es d'apparition des symboles :

symbole fr�equen
e sous-intervalle

a 2/10 intervalle [0; 00; 0; 04[

b 1/10 intervalle [0; 04; 0; 06[

d 1/10 intervalle [0; 06; 0; 08[

e 1/10 intervalle [0; 08; 0; 10[

n 3/10 intervalle [0; 10; 0; 16[

o 1/10 intervalle [0; 16; 0; 18[

r 1/10 intervalle [0; 18; 0; 20[

Graphiquement, on obtient bien le d�e
oupage annon
�e sur la �gure 
i-dessus :

e n oa b d r

0,00 0,04 0,06 0,08 0,10 0,16 0,18 0,20

�

A l'�etape 3, puisque le 
ara
t�ere lu sur le 
ot d'entr�ee est un <b>, le nouvel intervalle 
ourant est

[0; 04; 0; 06[. Et 
'est ave
 
et intervalle que l'on repart �a l'�etape 2. La nouvelle partition de l'intervalle

est alors :

symbole fr�equen
e sous-intervalle

a 2/10 intervalle [0; 040; 0; 044[

b 1/10 intervalle [0; 044; 0; 046[

d 1/10 intervalle [0; 046; 0; 048[

e 1/10 intervalle [0; 048; 0; 050[

n 3/10 intervalle [0; 050; 0; 056[

o 1/10 intervalle [0; 056; 0; 058[

r 1/10 intervalle [0; 058; 0; 060[

On remarque que, l�a en
ore, on suit le d�e
oupage annon
�e au d�ebut de l'exemple :
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ronedba

0,040 0,044 0,046 0,048 0,050 0,056 0,058 0,060

Le nouveau 
ara
t�ere lu sur le 
ot d'entr�ee est un <a>. Don
 le nouvel intervalle 
ourant devient alors

[0; 040; 0; 044[. Et ainsi de suite.

Apr�es avoir lu le dernier 
ara
t�ere, le <r>, on obtient l'intervalle [0; 0424643292; 0; 0424643400[. On

peut alors 
oder l'ensemble du message en prenant n'importe quel 
hi�re dans 
et intervalle. Bien

�evidemment, le plus int�eressant est de 
hoisir le 
hi�re qui requiert le moins de bits. �

On peut remarquer sur 
et exemple la formule qui permet de passer de l'an
ien intervalle au nouveau lors

de l'�etape 3 :

Pour tout symbole a de l'alphabet, soient bas(a) et haut(a) les bornes basses et hautes du sous-intervalle 
or-

respondant au symbole a dans l'intervalle [0; 1[. Soient, de plus, an
ienne borne basse, an
ienne borne haute,

nouvelle borne basse et nouvelle borne haute les bornes de l'intervalle 
ourant respe
tivement au d�ebut et �a

la �n de l'�etape 3. Alors :

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse)� bas(a);

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse)� haut(a):

On peut alors r�esumer le 
odage de l'exemple pr�e
�edent dans le tableau 
i-apr�es.


ot d'entr�ee bornes des sous-intervalles

a borne basse 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 0; 0 = 0,0

borne haute 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 0; 2 = 0,2

b borne basse 0; 0 + (0; 2� 0; 0)� 0; 2 = 0,04

borne haute 0; 0 + (0; 2� 0; 0)� 0; 3 = 0,06

a borne basse 0; 04+ (0; 06� 0; 04)� 0; 0 = 0,04

borne haute 0; 04+ (0; 06� 0; 04)� 0; 2 = 0,044

n borne basse 0; 04 + (0; 044� 0; 04)� 0; 5 = 0,042

borne haute 0; 04 + (0; 044� 0; 04)� 0; 8 = 0,0432

d borne basse 0; 042 + (0; 0432� 0; 042)� 0; 3 = 0,04236

borne haute 0; 042 + (0; 0432� 0; 042)� 0; 4 = 0,04248

o borne basse 0; 04236+ (0; 04248� 0; 04236)� 0; 8 = 0,042456

borne haute 0; 04236+ (0; 04248� 0; 04236)� 0; 9 = 0,042468

n borne basse 0; 042456+ (0; 042468� 0; 042456)� 0; 5 = 0,0424620

borne haute 0; 042456+ (0; 042468� 0; 042456)� 0; 8 = 0,0424656

n borne basse 0; 0424620+ (0; 0424656� 0; 0424620)� 0; 5 = 0,04246380

borne haute 0; 0424620+ (0; 0424656� 0; 0424620)� 0; 8 = 0,04246488

e borne basse 0; 04246380+ (0; 04246488� 0; 04246380)� 0; 4 = 0,042464232

borne haute 0; 04246380+ (0; 04246488� 0; 04246380)� 0; 5 = 0,042464340

r borne basse 0; 042464232+ (0; 042464340� 0; 042464232)� 0; 9 = 0,0424643292

borne haute 0; 042464232+ (0; 042464340� 0; 042464232)� 1:0 = 0,0424643400

Tab. 10: 
odage de l'exemple 5

Avant de passer au d�e
odage du message que nous venons de 
ompresser, il 
onvient de pr�e
iser que l'ordre

dans lequel on pla
e les sous-intervalles dans l'intervalle de d�epart n'a au
une importan
e. Par exemple, on

aurait tr�es bien pu utiliser pour 
oder l'exemple 5 les partitions suivantes :
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ab d e o r

a

a

n

n

b

b

d

d

e

e

r

r

o

o

Ce qui est important, 
'est que l'en
odeur et le d�e
odeur utilisent tous les deux exa
tement les mêmes partitions.

En fait, on pourrait même imaginer que les partitions 
hangent �a 
haque fois que l'on repasse �a l'�etape 2. Du

moment que l'en
odeur et le d�e
odeur e�e
tuent exa
tement les mêmes 
hangements de partitions, l'algorithme

fon
tionnera.

2.5.2 Prin
ipe du d�e
odage

Consid�erons que nous avons �a notre disposition le 
ode g�en�er�e dans la sous-se
tion pr�e
�edente. Au hasard,

j'ai 
hoisi la borne basse du dernier intervalle 0,0424643292. Mais j'insiste sur le fait que n'importe quel nombre

entre 0,0424643292 et 0,0424643400 
onviendrait. Supposons que, dans l'en-tête du �
hier 
ompress�e, nous ayons

suÆsamment d'informations pour re
onstituer les partitionnements des intervalles utilis�es pour le 
odage :

e n oa b d r

surface = 2/10 ème de la surface totale

borne haute de l’intervalle
borne basse de l’intervalle

Nous allons maintenant pouvoir pro
�eder au d�e
odage du �
hier. Le 
ode de notre message est 0,0424643292.

C'est don
 un nombre 
ompris entre 0 et 0,2. Par 
ons�equent, 
omme dans l'intervalle [0; 1[, le sous-intervalle

[0; 0; 2[ est a�e
t�e �a la lettre <a>, on sait que le message 
ommen
e par un <a>.

0,0424643292 se trouve �a l'int�erieur du sous-intervalle [0; 04; 0; 06[ de l'intervalle [0; 0; 2[, qui 
orrespond �a

un <b>, 
omme le montre la �gure 
i-dessous.

e n oa b d r

0,00 0,04 0,06 0,08 0,10 0,16 0,18 0,20

En suivant toujours le d�e
oupage de la �gure 
i-dessus, 0,0424643292 appartient au sous-intervalle [0; 040; 0; 044[

de l'intervalle [0; 04; 0; 06[. La troisi�eme lettre du message est don
 un <a> d'apr�es la �gure 
i-dessous.

ronedba

0,040 0,044 0,046 0,048 0,050 0,056 0,058 0,060

En fait, on s'aper�
oit que le prin
ipe de d�e
odage suit exa
tement 
e que faisait l'algorithme de 
odage. Par

symm�etrie, on peut don
 donner l'algorithme de d�e
odage :
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Algorithme 3 Les di��erentes �etapes du d�e
odage arithm�etique :

1. L'intervalle 
ourant est l'intervalle [0; 1[. D'apr�es un en-tête, on partitionne l'intervalle [0; 1[ suivant

les fr�equen
es d'apparition de 
ha
un des symboles de l'alphabet. On lit sur le 
ot d'entr�ee le 
ode C

du message. Message est initialis�e �a vide.

2. On regarde �a quel sous-intervalle de l'intervalle 
ourant appartient le 
ode.

�

A 
e sous-intervalle 
orres-

pond un symbole, appelons-le a. Alors a est 
on
at�en�e �a Message.

3. Le sous-intervalle 
orrespondant �a a devient le nouvel intervalle 
ourant.

4. Si le message n'est pas 
onstitu�e en entier, on revient �a l'�etape 2. Sinon, Message 
ontient l'ensemble

du message d�e
od�e.

Comme pour le 
odage, les �etapes 2 et 3 peuvent être e�e
tu�ees eÆ
a
ement en remarquant qu'�a 
haque

fois que l'on repasse �a l'�etape 2, 
e que l'on fait, 
'est tout simplement regarder �a quel sous-intervalle de la

partition le 
ode appartient. Supposons que le 
ode soit C et que l'intervalle 
ourant soit [x; y[. On sait don


que C 2 [x; y[, ou en
ore :

C � x

y � x

2 [0; 1[:

Autrement dit, Pour savoir �a quel sous-intervalle C appartient, il suÆt de lui soustraire la borne inf�erieure de

l'intervalle a
tuel, de diviser le tout par la taille de l'intervalle et, alors, on peut se reporter au partitionnement

pour l'intervalle [0; 1[. En appliquant r�e
ursivement la formule 
i-dessus, on peut don
 d�e
oder simplement tout

le message :

(0,0424643292 - 0,0) / (1,0 - 0,0) = 0; 0424643292 2 [0; 0; 0; 2[ ) a

(0,0424643292 - 0,0) / (0,2 - 0,0) = 0; 212321646 2 [0; 2; 0; 3[ ) b

(0,212321646 - 0,2) / (0,3 - 0,2) = 0; 12321646 2 [0; 0; 0; 2[ ) a

(0,12321646 - 0,0) / (0,2 - 0,0) = 0; 6160823 2 [0; 5; 0; 8[ ) n

(0,6160823 - 0,5) / (0,8 - 0,5) = 0; 386941 2 [0; 3; 0; 4[ ) d

(0,386941 - 0,3) / (0,4 - 0,3) = 0; 86941 2 [0; 8; 0; 9[ ) o

(0,86941 - 0,8) / (0,9 - 0,8) = 0; 6941 2 [0; 5; 0; 8[ ) n

(0,6941 - 0,5) / (0,8 - 0,5) = 0; 647 2 [0; 5; 0; 8[ ) n

(0,647 - 0,5) / (0,8 - 0,5) = 0; 49 2 [0; 4; 0; 5[ ) e

(0,49 - 0,4) / (0,5 - 0,4) = 0; 9 2 [0; 9; 1; 0[ ) r

(0,9 - 0,9) / (1,0 - 0,9) = 0 ) �n du message

Ainsi, les �etapes 2 et 3 se ram�enent-elles �a :

Pour tout symbole a de l'alphabet, soient bas(a) et taille(a) respe
tivement la borne basse et la taille du

sous-intervalle 
orrespondant au symbole a dans l'intervalle [0; 1[. Appelons C le 
ode 
ourant du message,

et [BAS ;HAUT[ l'intervalle 
ourant.

Alors le nouveau symbole b �a rajouter au message est 
elui tel que :

C � BAS

HAUT� BAS

2 [bas(b); haut(b)[:

On retourne ensuite �a l'�etape 2 ave
, pour nouveau 
ode C,

C�BAS

HAUT�BAS

, et pour nouvel interval 
ourant

[bas(b);haut(b)[.

2.5.3 Probl�eme de terminaison de l'algorithme

Jusqu'�a maintenant, nous avons pass�e sous silen
e le test d'arrêt de l'algorithme de d�e
odage. Probl�eme :


omment peut-on savoir que l'on a lu tout le message ? Le d�e
odage du message <abandonner> sugg�ere que

lorsque le 
ode C devient �egal �a 0, 
ela signi�e que l'on a tout d�e
od�e. En fait, il n'en est rien. D'abord par
e

que, 
omme 
ela avait �et�e indiqu�e dans la sous-se
tion sur le 
odage, le 
ode g�en�er�e �a l'issue de la phase de


odage peut être n'importe quel nombre entre les bornes du dernier intervalle. Or, on n'a obtenu un 0 �a la �n

du d�e
odage que par
e que le 
ode 
hoisi �etait pr�e
is�ement la borne basse du dernier intervalle.
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La deuxi�eme raison pour laquelle un C �a 0 n'indique pas for
�ement la terminaison de l'algorithme est plus

per�de : supposons que nous ayons un alphabet �a 3 symboles fa

1

; a

2

; a

3

g dont les intervalles respe
tifs dans

[0; 1[ sont :

a

1

� [0; 0; 0; 5[ a

2

� [0; 5; 0; 75[ a

3

� [0; 75; 1:0[:

Codons maintenant le message a

3

a

2

a

1

a

1

:


ot d'entr�ee bornes des sous-intervalles

a

3

borne basse 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 0; 75 = 0,75

borne haute 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 1; 00 = 1,00

a

2

borne basse 0; 75 + (1; 0� 0; 75)� 0; 50 = 0,875

borne haute 0; 75 + (1; 0� 0; 75)� 0; 75 = 0,9325

a

1

borne basse 0; 875+ (0; 9325� 0; 875)� 0; 00 = 0,875

borne haute 0; 875+ (0; 9325� 0; 875)� 0; 50 = 0,90375

a

1

borne basse 0; 875 + (0; 90375� 0; 875)� 0; 00 = 0,875

borne haute 0; 875 + (0; 90375� 0; 875)� 0; 50 = 0,889375

On peut maintenant voir le probl�eme qui va se poser si le 
ode repr�esentant le message est la borne inf�erieure

du dernier intervalle de l'algorithme de 
odage : 0; 875 est la borne de l'intervalle apr�es le
ture du deuxi�eme


ara
t�ere, du troisi�eme et du quatri�eme 
ara
t�ere. Par 
ons�equent, les 
odes des messages a

3

a

2

, a

3

a

2

a

1

et

a

3

a

2

a

1

a

1

sont identiques. L'algorithme de d�e
odage n'aura don
 au
un moyen de savoir s'il a d�e
od�e tous les


ara
t�eres du 
ot d'entr�ee ou bien s'il lui en reste en
ore �a �e
rire. En e�et, lorsqu'on d�e
ode, on obtient :

(0,875 - 0,00) / (1,00 - 0,00) = 0; 875 2 [0; 75; 1; 00[ ) a

3

(0,875 - 0,75) / (1,00 - 0,75) = 0; 5 2 [0; 5; 0; 75[ ) a

2

(0,5 - 0,5) / (0,75 - 0,50) = 0 2 [0; 0; 0; 5[ ) a

1

(0,0 - 0,0) / (0,50 - 0,00) = 0 2 [0; 0; 0; 5[ ) a

1

(0,0 - 0,0) / (0,50 - 0,00) = 0 2 [0; 0; 0; 5[ ) a

1

(0,0 - 0,0) / (0,50 - 0,00) = 0 2 [0; 0; 0; 5[ ) a

1

(0,0 - 0,0) / (0,50 - 0,00) = 0 2 [0; 0; 0; 5[ ) a

1

Comment savoir o�u s'arrêter puisque le 
ode a atteint un point stationnaire qui peut en
ore signi�er la pr�esen
e

du 
ara
t�ere a

1

?

En fait, rien dans 
e que nous avons vu jusqu'�a maintenant ne nous permet de d�eterminer la terminaison

de l'algorithme. C'est pourquoi on va rajouter un nouveau symbole, que nous appellerons <EOF> et qui sera le

symbole de �n de message. Quand on ren
ontrera 
e 
ara
t�ere, on saura que l'on est arriv�e �a la �n du message.

2.5.4 Impl�ementation

Les algorithmes de 
odage et de d�e
odage sont simples �a d�erouler sur papier, mais ils posent tout de même

un probl�eme du point de vue de l'impl�ementation : on doit faire des op�erations arithm�etiques sur des nombres

dont la pr�e
ision est arbitraire. Si l'on 
ompresse de gros �
hiers, on peut être amen�e �a avoir besoin de millions

de 
hi�res apr�es la virgule.

�

Evidemment, il est irr�ealiste de vouloir faire des op�erations sur des nombres d'aussi

grandes tailles. Un autre in
onv�enient de la m�ethode, telle que pr�esent�ee 
i-dessus, est qu'elle fait des op�erations

sur des nombres r�eels, or on sait que les op�erations sur des 
ottants sont plus longues �a r�ealiser que sur des

entiers et engendrent des pertes de pr�e
ision. Nous allons voir dans 
ette sous-se
tion 
omment pallier 
es deux

probl�emes en même temps. Magique !

Dans la suite, nous allons seulement utiliser deux entiers pour le 
odage des bornes basses et hautes des

intervalles. Pour simpli�er l'expos�e, nous allons travailler en d�e
imal plutôt qu'en binaire et nous allons supposer

que les entiers prennent des valeurs de 0000 �a 9999. Bien �evidemment, il ne va pas être possible de sto
ker

enti�erement les bornes des intervalles sur des entiers aussi 
ourts. Heureusement, on peut 
onstater que, lorsqu'�a

une �etape du 
odage, les bornes inf�erieures et sup�erieures de l'intervalle 
ourant ont quelques uns des 
hi�res les

plus signi�
atifs en 
ommun, alors 
es 
hi�res se retrouveront dans les bornes de tous les intervalles suivants.

Par exemple, si l'intervalle 
ourant est [0; 762383405; 0; 762483412[, alors les bornes ont en 
ommun les 
hi�res

les plus signi�
atifs 0,762. Dans 
e 
as, par la suite, tous les intervalles 
ommen
eront par 0,762. Pourquoi ?

Simplement par
e que, d'apr�es la m�ethode de 
onstru
tion, les intervalles que l'on 
onstruit sont emboit�es les

uns dans les autres. Par 
ons�equent, on est sûr que les intervalles suivants seront au dessus de �a 0,7620 et en
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dessous de 0,7625. Con
lusion : tous les nombres appartenant �a 
es intervalles 
ommen
eront par 0,762, leurs

bornes y 
ompris.

Maintenant, rappelons que le 
ode du message 
orrespond �a n'importe quel nombre appartenant au dernier

intervalle 
onstruit. Par 
ons�equent, avant même d'arriver �a la �n de la le
ture du message, on peut d�ej�a aÆrmer

que son 
ode 
ommen
era par 0,762. On peut don
 d�ej�a �e
rire 
e nombre sur le 
ot de sortie. On lit maintenant

un nouveau symbole, appelons-le a. D'apr�es les formules donn�ees dans la sous-se
tion sur le prin
ipe de 
odage,

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse)� bas(a);

, nouvelle borne basse = 0; 762383405+ (0; 762483412� 0; 762383405)� bas(a)

, nouvelle borne basse = 0; 762 + 0; 000383405+ (0; 000483412� 0; 000383405)� bas(a):

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse)� haut(a);

, nouvelle borne haute = 0; 762 + 0; 000383405+ (0; 000483412� 0; 000383405)� haut(a):

Ces formules nous montrent que, si l'on poss�ede l'information <les 
hi�res les plus signi�
atifs sont 0,762>, alors

les 
al
uls des nouvelles bornes peuvent êtres r�ealis�es uniquement ave
 les 
hi�res au del�a des milli�emes, 
'est-�a-

dire des 
hi�res moins signi�
atifs que 0,762. Cons�equen
e : on n'a plus besoin des 
hi�res les plus signi�
atifs

pour faire les 
al
uls suivants, on peut don
 les �eliminer des bornes des intervalles et pro�ter de 
ette �elimination

pour r�ealiser des d�e
alages des bits de 
es bornes vers la gau
he de mani�ere �a augmenter la pr�e
ision des 
al
uls.

Exemple : si l'on a l'intervalle [0; 7623; 0; 7625[, 
omme on 
ode les bornes sur des entiers 
ompris entre 0000

et 9999, 
e que l'on 
ode, 
'est plutôt : [7623; 7625[. Les trois 
hi�res les plus signi�
atifs sont identiques, don


on va les �eliminer et e�e
tuer 3 d�e
alages vers la gau
he. 7623 devient alors 3000 (le 3 a �et�e d�e
al�e et on a

ins�er�e des 0 �a sa droite). Pour le 7625, si l'on e�e
tue la même op�eration, on obtiendra 5000. Ce que l'on fait

plutôt, 
'est �e
rire 4999. En e�et, il faut penser que les bornes de nos intervalles ont une pr�e
ision in�nie. Or, en

math�ematiques, 1 = 0; 999999999 : : : Par 
ons�equent, 4999 auquel on rajoutera autant de 9 que n�e
essaire lors

de nouveaux d�e
alages, est bien �egal �a 5000. Le probl�eme, si l'on ne fait pas 
ette petite manipulation, est que

l'on risque de ne pas avoir suÆsamment de bits dans nos entiers pour pouvoir 
oder enti�erement le message. En

e�et, supposons qu'on ait obtenu l'intervalle [0; 1111; 0; 1112[, 
'est-�a-dire les entiers 1111 et 1112. Des d�e
alages

en n'ins�erant que des <0> nous donneraient pour les bornes les nombres 1000 et 2000. Maintenant, supposons

que sur l'entr�ee standard on ne lise plus que le symbole a ayant le sous-intervalle le plus pro
he de 1 dans la

partition de l'intervalle [0; 1[. Dans 
e 
as, �a 
haque le
ture de a, la borne inf�erieure de l'intervalle augmente,

mais la borne sup�erieure reste in
hang�ee. Les bornes inf�erieures vont don
 graduellement passer de 1000 �a 2000,

sans jamais atteindre 
e nombre. Par 
ons�equent, on ne pourra rien �e
rire sur le 
ot de sortie (puisque les


hi�res les plus signi�
atifs des bornes inf�erieures et sup�erieures seront toujours respe
tivement 1 et 2).

Exemple 5 (suite) : Reprenons le 
odage de <abandonner>. Au d�ebut de l'algorithme, les bornes inf�erieures et

sup�erieures sont initialis�ees respe
tivement �a 0000 et 9999, 
e qui 
orrespond bien �a [0; 0000; 0; 9999999 : : : [

= [0; 1[. Lorsqu'on lit le premier <a> sur le 
ot d'entr�ee, on doit 
al
uler :

nouvelle borne basse = 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� bas(a);

nouvelle borne haute = 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� haut(a):

le 1; 0� 0; 0 
orrespond �a la taille de l'intervalle 
ourant. D'apr�es notre 
odage, 
ela doit 
orrespondre �a

10000. Lorsque l'on 
al
ule les nouvelles bornes des intervalles, on doit don
 utiliser la formule :

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse + 0001)� bas(a);

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse + (an
ienne borne haute� an
ienne borne basse + 0001)� haut(a):

Le 0001 que l'on additionne repr�esente en fait l'in�nit�e de 9 qui devraient se trouver �a droite des 4 
hi�res

signi�
atifs. Les bornes du nouvel intervalle 
ourant apr�es l'arriv�ee du premier <a> seront don
 :

nouvelle borne basse = 0000 + (10000� 0000)� 0; 0;

nouvelle borne haute = 0000 + (10000� 0000)� 0; 2:

Si l'on veut ne r�ealiser toutes 
es op�erations que sur des entiers, il 
onvient de repr�esenter 0,0 et 0,2 sur

nos entiers �a 4 
hi�res. 0; 2 = 2000=10000. Don
 la formule �a appliquer est :

nouvelle borne basse = (0000� 10000+ (10000� 0000)� 0000)=10000;

nouvelle borne haute = (0000� 10000+ (10000� 0000)� 2000)=10000:
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On obtient alors pour nouvel intervalle : [0000; 2000[, le 2000 �etant suivi uniquement par des 0. Il faut

pr�e
iser i
i que la multipli
ation et la division par 10 ne sont pas douloureuses �a e�e
tuer. En e�et, 
ela


orrespond simplement �a faire des d�e
alages respe
tivement vers la gau
he et vers la droite des 
hi�res. Ce

sont don
 des op�erations �a r�ealiser ave
 les op�erateurs << et >> du langage C. Avant de passer au symbole

suivant, il faut en
ore retirer le dernier bit de la borne sup�erieure (toujours pour prendre en 
ompte tous

les 9 qui suivent le nombre), on a alors l'intervalle : [0000; 1999[. Par 
ons�equent, les formules �a appliquer

sont les suivantes :

nouvelle borne basse = (0000� 10000+ (10000� 0000)� 0000)=10000;

nouvelle borne haute = (0000� 10000+ (10000� 0000)� 2000)=10000� 1:

On lit maintenant le 
ara
t�ere <b> sur le 
ux d'entr�ee. On 
al
ule don
 les nouvelles bornes :

nouvelle borne basse = 0; 0 + (0; 2� 0; 0)� 0; 2;

nouvelle borne basse = (0000� 10000+ (1999� 0000+ 0001)� 2000)=10000 = 0400;

nouvelle borne haute = 0; 0 + (0; 2� 0; 0)� 0; 3

nouvelle borne haute = (0000� 10000+ (1999� 0000+ 0001)� 3000)=10000� 1 = 0599:

Le nouvel intervalle est alors : [0400; 0599[. Hola, stop, vous avez vu ? les bornes inf�erieure et sup�erieure

ont �a gau
he un 0 en 
ommun. On va don
 envoyer 
e 0 sur le 
ot de sortie et d�e
aler les bornes d'un


ran vers la gau
he en rajoutant des 0 �a droite pour la borne inf�erieure et des 9 pour la borne sup�erieure :

[4000; 5999[.

On lit maintenant un <a> sur le 
ot d'entr�ee. On 
al
ule don
 les bornes du nouvel intervalle :

nouvelle borne basse = (4000� 10000+ (5999� 4000+ 0001)� 0000)=10000 = 4000;

nouvelle borne haute = (4000� 10000+ (5999� 4000+ 0001)� 2000)=10000� 1 = 4399:

Le nouvel intervalle est don
 [4000; 4399[. Souvenons-nous que lorsque l'on avait e�e
tu�e les mêmes

op�erations dans la sous-se
tion 2.5.1, on avait obtenu l'intervalle [0; 04; 0; 044[. En tenant 
ompte du 0

que l'on a d�ej�a �e
rit sur le 
ot de sortie et de l'in�nit�e de 9 �a la suite du 4399, on voit bien que les deux

intervalles sont identiques.

Les bornes inf�erieure et sup�erieure de [4000; 4399[ ont �a gau
he un 4 en 
ommun. Don
 on �e
rit 
e 4

sur le 
ot de sortie et on d�e
ale les bornes d'un 
ran vers la gau
he : [0000; 3999[. On lit maintenant un

<n> sur le 
ux d'entr�ee. Cal
ul du nouvel intervalle :

nouvelle borne basse = (0000� 10000+ (3999� 0000+ 0001)� 5000)=10000 = 2000;

nouvelle borne haute = (0000� 10000+ (3999� 0000+ 0001)� 8000)=10000� 1 = 3199:

On obtient don
 l'intervalle [2000; 3199[ qui, 
ompte tenu du 04 d�ej�a �e
rit sur le 
ot de sortie, 
orrespond

bien �a l'intervalle [0; 042; 0; 0432[ trouv�e dans la sous-se
tion 2.5.1.

Et ainsi de suite. L'ensemble des op�erations r�ealis�ees par l'algorithme de 
odage sont 
onsign�ees dans

le tableau 11. On peut ainsi voir que les 
hi�res 0, 4, 2, 4, 6, 4, sont su

essivement �e
rits sur le 
ot de

sortie.

�

A la �n de l'algorithme, il ne nous reste plus qu'�a �e
rire sur le 
ot de sortie un nombre 
ompris entre

les derni�eres bornes inf�erieure et sup�erieure. Si l'on 
hoisit, 
omme dans la sous-se
tion 2.5.1, d'�e
rire la

borne inf�erieure, il nous reste �a envoyer le nombre 2392. Finalement, on aura �e
rit sur le 
ot de sortie

la s�equen
e 0424642392. Remarquons que dans la sous-se
tion 2.5.1, nous avions trouv�e que le message

devait être en
od�e par 0,0424643292. CQFD. �

On peut maintenant formuler pr�e
is�ement l'algorithme de 
odage :



S
e


t
i
o
n
2
.
L
e
s
m
�
e
t
h
o
d
e
s
s
t
a
t
i
s
t
i
q
u
e
s

5
4


ot d'entr�ee vraies bornes 
al
ul pratique des bornes 
ot de sortie borne apr�es d�e
alage

a borne basse 0,0 (0000� 10000+ (9999� 0000+ 0001)� 0000)=10000 = 0000 0000

borne haute 0,2 (0000� 10000+ (9999� 0000+ 0001)� 2000)=10000� 0001 = 2000 1999

b borne basse 0,04 (0000� 10000+ (1999� 0000+ 0001)� 2000)=10000 = 0400 0 4000

borne haute 0,06 (0000� 10000+ (1999� 0000+ 0001)� 3000)=10000� 0001 = 0599 5999

a borne basse 0,04 (4000� 10000+ (5999� 4000+ 0001)� 0000)=10000 = 4000 4 0000

borne haute 0,044 (4000� 10000+ (5999� 4000+ 0001)� 2000)=10000� 0001 = 4399 3999

n borne basse 0,042 (0000� 10000+ (3999� 0000+ 0001)� 5000)=10000 = 2000 2000

borne haute 0,0432 (0000� 10000+ (3999� 0000+ 0001)� 8000)=10000� 0001 = 3199 3199

d borne basse 0,04236 (2000� 10000+ (3199� 2000+ 0001)� 3000)=10000 = 2360 2 3600

borne haute 0,04248 (2000� 10000+ (3199� 2000+ 0001)� 4000)=10000� 0001 = 2479 4799

o borne basse 0,042456 (3600� 10000+ (4799� 3600+ 0001)� 8000)=10000 = 4560 4 5600

borne haute 0,042468 (3600� 10000+ (4799� 3600+ 0001)� 9000)=10000� 0001 = 4679 6799

n borne basse 0,0424620 (5600� 10000+ (6799� 5600+ 0001)� 5000)=10000 = 6200 6 2000

borne haute 0,0424656 (5600� 10000+ (6799� 5600+ 0001)� 8000)=10000� 0001 = 6559 5599

n borne basse 0,04246380 (2000� 10000+ (5599� 2000+ 0001)� 5000)=10000 = 3800 3800

borne haute 0,04246488 (2000� 10000+ (5599� 2000+ 0001)� 8000)=10000� 0001 = 4879 4879

e borne basse 0,042464232 (3800� 10000+ (4879� 3800+ 0001)� 4000)=10000 = 4232 4 2320

borne haute 0,042464340 (3800� 10000+ (4879� 3800+ 0001)� 5000)=10000� 0001 = 4339 3399

r borne basse 0,0424643292 (2320� 10000+ (3399� 2320+ 0001)� 9000)=10000 = 2392 2392

borne haute 0,0424643400 (2320� 10000+ (3399� 2320+ 0001)� 10000)=10000� 0001 = 3399 3399

Tab. 11 { Impl�ementation du 
odage arithm�etique du message <abandonner>.
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Algorithme 4 Au d�ebut de l'algorithme, le 
ot de sortie est vide et l'intervalle 
ourant est [0000; 9999[. (J'ai


hoisi i
i une repr�esentation sur 4 
hi�res d�e
imaux, mais 
'est �evidemment adaptable �a une repr�esentation

sur n 
hi�res binaires).

�

A 
haque nouveau symbole a sur le 
ux d'entr�ee, on e�e
tue les �etapes suivantes :

1. On r�e
up�ere bas(a) et haut(a) les bornes du sous-intervalle de [0; 0; 1; 0[ 
orrespondant au symbole a.

bas(a) et haut(a) sont exprim�es dans la repr�esentation �a 4 
hi�res d�e
imaux. Par exemple, 0,1204 sera

repr�esent�e par 1204.

2. 
al
ul des bornes du nouvel intervalle :

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse+ 0001)� bas(a);

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse+ 0001)� haut(a)� 0001:

3. Si le 
hi�re le plus �a gau
he de la nouvelle borne basse est �egal au 
hi�re le plus �a gau
he de la nouvelle

borne haute, on �e
rit 
e 
hi�re sur le 
ot de sortie et on e�e
tue sur les deux bornes un d�e
alage d'un


hi�re vers la gau
he. On ins�ere alors un 0 dans le 
hi�re le plus �a droite de la borne basse, et un 9

dans 
elui de la borne haute. On re
ommen
e l'�etape 3 jusqu'�a 
e que les 
hi�res les plus �a gau
he des

deux bornes di��erent.

4. S'il existe en
ore des symboles �a 
oder, on revient �a l'�etape 1 ave
 le nouveau symbole. Sinon, on �e
rit

sur le 
ot de sortie n'importe quel nombre entre les deux bornes.

En fait, l'algorithme d�e
rit pr�e
�edemment mar
he la plupart du temps, mais il arrive, dans 
ertains 
as, qu'il

se 
omporte tr�es mal �a 
ause de 
e que les anglais appellent un bu�er under
ow. Voi
i 
e qui risque d'arriver.

Soit un alphabet fa

1

; a

2

; a

3

; a

4

g dont les symboles ont les probabilit�es et les sous-intervalles d�e
rits dans la table


i-dessous :

symbole probabilit�e sous-intervalle

a

1

0,3600 [0; 6400;1; 0000[

a

2

0,1399 [0; 5001;0; 6400[

a

3

0,1301 [0; 3700;0; 5001[

a

4

0,3700 [0; 0000;0; 3700[

On d�e
ide maintenant de 
oder le message a

3

a

1

a

1

a

1

a

1

a

1

a

1

a

1

a

1

. Les �etapes de 
al
ul (on e�e
tue les 
al
uls

sur ordinateur ave
 des entiers sto
k�es sur 4 
hi�res d�e
imaux) sont d�e
rites dans la table 12. On peut y voir

le probl�eme suivant : les bornes inf�erieures et sup�erieures se rappro
hent de plus en plus au fur et �a mesure

que l'on rajoute des symboles a

1

. Malheureusement, la borne sup�erieure reste tout le temps �a 5000 et la borne

inf�erieure 
ommen
e par un 4. Par 
ons�equent, on ne peut pas envoyer de 
hi�res sur le 
ot de sortie (pour

pouvoir le faire il faut que les 
hi�res les plus �a gau
he des bornes inf et sup 
on
ordent, 
e qui n'est pas le


as i
i). La borne inf�erieure se rappro
he don
 inexorablement de la borne sup�erieure, mais 
e rappro
hement

s'e�e
tue de plus en plus grâ
e aux 
hi�res qui sont au del�a des 4 
hi�res que l'on utilise pour le sto
kage de

nos entiers. Cons�equen
e : on perd de plus en plus d'informations et, si l'on ne prend pas de 
ontremesures, il

va arriver un moment o�u tous les 4 premiers 
hi�res des bornes vont se stabiliser �a 4999 et 5000, et o�u seuls les


hi�res suivants vont varier. Lorsque 
ela arrivera, on sera dans une impasse 
ar on ne pourra plus envoyer de


hi�res sur le 
ot de sortie, et on perdra les informations sur tous les nouveaux symboles lus sur le 
ot d'entr�ee.

A�n d'�eviter 
e 
as de �gure, on va don
 rajouter une nouvelle r�egle. Supposons que les bornes soient

respe
tivement de la forme 49xyz et 50tuv, 
'est-�a-dire lorsque les deux 
hi�res les plus �a gau
he n'ont qu'une

unit�e de di��eren
e et que les 
hi�res suivants sont respe
tivement des 9 et des 0, alors les deux 
hi�res les plus

signi�
atifs des bornes forment des nombres qui ne di��erent que d'une unit�e (i
i 49 et 50). De même, si les

bornes avaient �et�e 499xy et 500tu, alors 500 - 499 = 1. Par 
ons�equent, il y a tr�es peu d'in
ertitude sur les

pro
hains 
hi�res qui seront envoy�es sur le 
ot de sortie. Il n'est don
 peut-être pas judi
ieux d'utiliser dans

les entiers sto
kant les bornes plusieurs 
hi�res pour 
onserver aussi peu d'informations. Dans le 
as de 499xy

et 500tu, lorsque l'on �e
rira trois 
hi�res sur le 
ot de sortie, 
e sera soit 499, soit 500. Autrement dit, si l'on


ommen
e par �e
rire un 4, on saura qu'il faudra �e
rire 2 <9> apr�es, et si l'on 
ommen
e par �e
rire un 5, on

saura qu'il faudra �e
rire 2 <0>.



S
e


t
i
o
n
2
.
L
e
s
m
�
e
t
h
o
d
e
s
s
t
a
t
i
s
t
i
q
u
e
s

5
6

symbole 
al
ul th�eorique des bornes bornes sur ordinateur

a

3

borne basse 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 0; 3700 = 0,3700 3700

borne haute 0; 0 + (1; 0� 0; 0)� 0; 5001 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 37 + (0; 5001� 0; 37)� 0; 640 = 0,453264 4532

borne haute 0; 37 + (0; 5001� 0; 37)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 453264+ (0; 5001� 0; 453264)� 0; 640 = 0,48323904 4823

borne haute 0; 453264+ (0; 5001� 0; 453264)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 48323904+ (0; 5001� 0; 48323904)� 0; 640 = 0,4940300544 4940

borne haute 0; 48323904+ (0; 5001� 0; 48323904)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 4940300544+ (0; 5001� 0; 4940300544)� 0; 640 = 0,497914819584 4979

borne haute 0; 4940300544+ (0; 5001� 0; 4940300544)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 497914819584+ (0; 5001� 0; 497914819584)� 0; 640 = 0,49931333505024 4993

borne haute 0; 497914819584+ (0; 5001� 0; 497914819584)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 49931333505024+ (0; 5001� 0; 49931333505024)� 0; 640 = 0,4998168006180864 4998

borne haute 0; 49931333505024+ (0; 5001� 0; 49931333505024)� 1; 000 = 0,5001 5000

a

1

borne basse 0; 4998168006180864+ (0; 5001� 0; 4998168006180864)� 0; 640 = 0,499998048222511104 4999

borne haute 0; 4998168006180864+ (0; 5001� 0; 4998168006180864)� 1; 000 = 0,5001 5000

Tab. 12 { Probl�eme d'under
ow.
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Par 
ons�equent, si l'on 
r�ee un 
ompteur 
tr qui renferme le nombre de 
hi�res �egaux �a 0 dans la borne

sup�erieure apr�es le 
hi�re le plus signi�
atif, et en même temps �egaux �a 9 dans la borne inf�erieure, alors on n'a

plus besoin de sto
ker les 0 et les 9. En e�et, on sait que si le pro
hain 
hi�re �a �e
rire sur le 
ot de sortie est un

4, on devra �e
rire 
tr <9> et sinon 
tr <0>. Exemple : si on a les bornes 499xy et 500tu, alors on va d�e
aler

tous les 
hi�res sauf 
eux le plus �a gau
he de deux 
ases, 
e qui nous donnera 4xy00 et 5tu99, et on a�e
tera

�a 
tr la valeur 2. On pourra alors 
ontinuer les 
al
uls 
omme dans le dernier algorithme de 
odage d�e
rit.

Lorsque l'in
ertitude sur le pro
hain 
hi�re �a envoyer sur le 
ot de sortie (un 4 ou un 5) sera lev�ee, on enverra


tr 
hi�res �egaux �a 0 ou �a 9 sur le 
ot de sortie. Cette petite manipulation nous permet en fait de limiter dans

nos entiers le nombre de 
hi�res utilis�es <pour rien>. D'o�u l'algorithme �nal de 
odage :

Algorithme 5 Au d�ebut de l'algorithme, le 
ot de sortie est vide et l'intervalle 
ourant est [0000; 9999[. On

initialise 
tr �a 0.

�

A 
haque nouveau symbole a sur le 
ux d'entr�ee, on e�e
tue les �etapes suivantes :

1. On r�e
up�ere bas(a) et haut(a) les bornes du sous-intervalle de [0; 0; 1; 0[ 
orrespondant au symbole a.

2. 
al
ul des bornes du nouvel intervalle :

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse+ 0001)� bas(a);

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse+ 0001)� haut(a)� 0001:

3. Si le 
hi�re le plus �a gau
he de la nouvelle borne basse est �egal au 
hi�re le plus �a gau
he de la nouvelle

borne haute, on �e
rit 
e 
hi�re sur le 
ot de sortie et on e�e
tue sur les deux bornes un d�e
alage d'un


hi�re vers la gau
he. On ins�ere alors un 0 dans le 
hi�re le plus �a droite de la borne basse, et un

9 dans 
elui de la borne haute. Si 
tr est di��erent de 0, alors si la nouvelle borne basse est �egale �a

l'an
ienne, on �e
rit 
tr <9> sinon on �e
rit 
tr <0>, et on a�e
te 0 �a 
tr. On re
ommen
e alors �a

l'�etape 3 jusqu'�a 
e que le 
hi�re le plus �a gau
he des deux bornes di��ere.

Si le 
hi�re le plus �a gau
he des bornes ne di��ere que d'une unit�e et que les 
hi�res suivants sont

respe
tivement des 9 et des 0, alors on in
r�emente 
tr de 1 et on d�e
ale tous les 
hi�res suivants d'une


ase vers la gau
he.

4. S'il existe en
ore des symboles �a 
oder, on revient �a l'�etape 1 ave
 le nouveau symbole. Sinon, on �e
rit

sur le 
ot de sortie n'importe quel nombre entre les deux bornes.

2.6 Le 
odage arithm�etique adaptatif

Comme pour Hu�man, le 
odage arithm�etique dispose d'un algorithme adaptatif. C'est 
e dernier que l'on

retrouve dans les logi
iels du mar
h�e (pour des raisons de rapidit�e de 
ompression). Deux propri�et�es du 
odage

arithm�etique font qu'il peut fa
ilement être rendu adaptatif :

1. Tout d'abord les formules de 
al
ul des bornes des intervalles :

nouvelle borne basse = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse + 0001)� bas(a);

nouvelle borne haute = an
ienne borne basse +

(an
ienne borne haute� an
ienne borne basse + 0001)� haut(a)� 0001:

Ces formules montrent que, pour en
oder un symbole a, il suÆt de 
onnâ�tre la fr�equen
e 
umul�ee du

symbole a (bas(a)) ainsi que 
elle du symbole suivant (dans l'intervalle [0; 1[). Ce
i implique en parti
ulier

que la fr�equen
e du symbole a peut être modi��ee n'importe quand, du moment que l'en
odeur et le

d�e
odeur font 
es 
hangements de mani�ere syn
hrone, l'algorithme fon
tionnera.

2. L'ordre dans lequel on r�epartit les symboles dans l'intervalle [0; 1[ n'a au
une importan
e. On peut don



hanger 
et ordre sans 
ompromettre la validit�e de l'algorithme (du moment que l'en
odeur et le d�e
odeur

font 
es 
hangements de mani�ere syn
hrone).

L'id�ee de l'algorithme adaptatif est la suivante : on lit un nouveau symbole a sur le 
ot d'entr�ee. En fon
tion

des fr�equen
es 
umul�ees (bas(a) et haut(a)) d�ej�a 
onnues, on va d�eterminer les bornes du nouvel intervalle
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ourant. On in
r�emente alors le nombre d'o

urren
es de a et on remet �a jour les di��erentes fr�equen
es 
umul�ees.

On doit e�e
tuer 
ette mise �a jour apr�es le 
al
ul des nouvelles bornes a�n de pouvoir syn
hroniser l'en
odeur

et le d�e
odeur. On peut alors re
ommen
er ave
 un nouveau symbole et ainsi de suite.

Bien �evidemment, la partie sensible de l'algorithme, 
elle o�u l'on risque de passer du temps, 
'est la mise

�a jour des fr�equen
es 
umul�ees. Heureusement, il existe une stru
ture de donn�ees qui va nous permettre de

l'e�e
tuer tr�es rapidement.

On va sto
ker les symboles ave
 leurs nombres d'o

urren
es et leurs nombres d'o

urren
es 
umul�es dans un

tableau tri�e par ordre d�e
roissant de leur nombre d'o

urren
es. Comme 
ela, il est plus fa
ile de savoir quelles

sont les fr�equen
es 
umul�ees qui ont �et�e modi��ees. A�n de pouvoir 
onserver 
et ordre, nous allons utiliser une

stru
ture d'arbre binaire balan
�e (un arbre binaire 
omplet dans lequel il peut manquer 
ertains noeuds en

bas �a droite). L'arbre aura un noeud pour 
ha
un des symboles et, 
omme il est bien balan
�e, sa hauteur sera

dlog

2

ne, o�u n est la taille de l'alphabet. Pour n = 256, la hauteur de l'arbre sera don
 de 8, 
e qui devrait

limiter les re
her
hes des noeuds dans l'arbre. L'arbre est de plus arrang�e de telle sorte que les symboles ayant

les plus fortes probabilit�es vont être pla
�es le plus pr�es de la ra
ine, 
e qui, en prin
ipe, a

�el�ere les temps de

re
her
he des noeuds.

Cette repr�esentation des donn�ees semble 
ompliqu�ee au premier abord mais elle est d�erisoirement simple �a

mettre en �uvre en pratique. En e�et, 
onsid�erons un alphabet �a 10 symboles dont les nombres d'o

uren
es

sont d�e
rits 
i-dessous :

a

1

a

2

a

3

a

4

a

5

a

6

a

7

a

8

a

9

a

10

11 12 12 2 5 1 2 19 12 8

Alors, si l'on retrie 
e tableau par ordre d�e
roissant, on obtient :

a

8

a

2

a

3

a

9

a

1

a

10

a

5

a

4

a

7

a

6

19 12 12 12 11 8 5 2 2 1

Or, on peut voir 
e tableau 
omme un arbre bien balan
�e. En e�et, si l'on 
onsid�ere que le premier �el�ement

du tableau 
orrespond �a la ra
ine, et que les deux �ls du noeud �a l'indi
e i du tableau sont 
eux aux indi
es 2i

et 2i+ 1, alors on obtient l'arbre bien balan
�e suivant :

4

a9

a6

a1

a2

a10 a5

3a

a7

a8

a

Le noeud a

8

a l'indi
e 1 dans le tableau. Ses �ls, ayant les indi
es 2 � 1 = 2 et 2 � 1 + 1 = 3, sont don
 les

noeuds a

2

et a

3

, et ainsi de suite. Lorsque l'on doit remonter vers les parents, rien de plus simple : le parent du

noeud d'indi
e j dans le tableau est le noeud d'indi
e bj=2
.

A�n de simpli�er l'algorithme, nous allons sto
ker en plus du nombre d'o

urren
es la somme des nombres

d'o

urren
es de tous les symboles du sous-arbre gau
he de 
ha
un des noeuds. On obtient ainsi sur la �gure


i-dessous les triplets (symbole, nombre d'o

urren
es, nombre d'o

urren
es du sous-arbre gau
he).

4a a a7

a

6

a19

2

a10

a

5

a3

a8

a

,2,0 ,2,0 ,1,0

,12,2 ,11,1

,12,16

,8,0 ,5,0

,12,8

,19,40

symbole a

8

a

2

a

3

a

9

a

1

a

10

a

5

a

4

a

7

a

6

nombre d'o

urren
es 19 12 12 12 11 8 5 2 2 1

o

urren
es du sous-arbre gau
he 40 16 8 2 1 0 0 0 0 0

Voyons maintenant 
omment mettre �a jour 
ette stru
ture lorsqu'un nouveau symbole est lu sur le 
ot

d'entr�ee. Supposons don
 qu'on lise un nouvel a

9

. Le nombre d'o

urren
es de a

9

passe don
 de 12 �a 13. Pour
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retrier le tableau, rien de plus simple : puisque 
elui-
i est tri�e par ordre d�e
roissant, il suÆt d'intervertir a

9

ave
 le symbole le plus �a gau
he dans le tableau (
'est-�a-dire de plus petit indi
e) ayant exa
tement le même

nombre d'o

urren
es qu'avait a

9

, 
'est-�a-dire 12. On voit i
i que l'on doit intervertir a

9

ave
 a

2

. Pour trouver

a

2

, on peut soit e�e
tuer une re
her
he lin�eaire, soit une re
her
he di
hotomique. Apr�es intervertion, on obtient

don
 le tableau suivant :

symbole a

8

a

9

a

3

a

2

a

1

a

10

a

5

a

4

a

7

a

6

nombre d'o

urren
es 19 12 12 12 11 8 5 2 2 1

Comme on s'est 
ontent�e de modi�er les noms des symboles, il est 
lair que les nombres d'o

urren
es des

sous-arbres gau
hes n'ont pas �et�e modi��es par la manip. On obtient don
 :

symbole a

8

a

9

a

3

a

2

a

1

a

10

a

5

a

4

a

7

a

6

nombre d'o

urren
es 19 12 12 12 11 8 5 2 2 1

o

urren
es du sous-arbre gau
he 40 16 8 2 1 0 0 0 0 0

In
r�ementons maintenant le nombre d'o

urren
es de a

9

. Dans le tableau, seuls vont augmenter le nombre

d'o

urren
es de a

9

et les nombres des sous-arbres gau
hes auquel il appartient. Or, faire 
ette mise �a jour est

l'enfan
e de l'art : on part du noeud d'indi
e j dans le tableau dont le nombre d'o

urren
es a �et�e augment�e

(i
i j = 2 
ar a

9

est en deuxi�eme position dans le tableau). On remonte vers son parent (indi
e bj=2
). Si j est

pair, alors on in
r�emente le nombre d'o

urren
es du sous-arbre gau
he de bj=2
 de 1, sinon on laisse 
e nombre

tel qu'il est. On re
ommen
e ave
 pour nouveau j l'indi
e bj=2
, jusqu'�a 
e qu'on soit arriv�e �a la ra
ine. On

obtient don
 le tableau et l'arbre suivants :

symbole a

8

a

9

a

3

a

2

a

1

a

10

a

5

a

4

a

7

a

6

nombre d'o

urren
es 19 13 12 12 11 8 5 2 2 1

o

urren
es du sous-arbre gau
he 41 16 8 2 1 0 0 0 0 0

4a a a7

a

6

a101 5

a3

a

8

a9

a2

a

,2,0 ,2,0 ,1,0

,12,2 ,11,1

,13,16

,8,0 ,5,0

,19,41

,12,8

Pourquoi modi�er le nombre d'o

uren
es du sous-arbre gau
he pour l'�el�ement bj=2
 du tableau lorsque j est

pair et pas lorsque j est impair ? Eh bien tout simplement par
e que, d'apr�es la 
onstru
tion de l'arbre, les

sous-arbres droits 
orrespondent aux index impairs et les sous-arbres gau
hes aux index pairs.

La mise �a jour de la stru
ture est don
 vraiment tr�es simple �a e�e
tuer et tr�es rapide (on n'a pas besoin

de par
ourir inutilement des noeuds du graphe). Voyons maintenant en quoi 
ette stru
ture nous permet de


al
uler fa
ilement les bornes des intervalles : nous allons faire un par
ours in�xe de l'arbre et asso
ier �a 
haque

noeud ren
ontr�e un intervalle. Ainsi, on devrait obtenir les intervalles :

symbole nb o

urren
e nb o

urren
e 
umul�ee intervalle intervalle normalis�e

a

4

02 02 [00; 02[ [0; 000000; 0; 023529[

a

2

12 14 [02; 14[ [0; 023529; 0; 164706[

a

7

02 16 [14; 16[ [0; 164706; 0; 188235[

a

9

13 29 [16; 29[ [0; 188235; 0; 341176[

a

6

01 30 [29; 30[ [0; 341176; 0; 352941[

a

1

11 41 [30; 41[ [0; 352941; 0; 482353[

a

8

19 60 [41; 60[ [0; 482353; 0; 705882[

a

10

08 68 [60; 68[ [0; 705882; 0; 800000[

a

3

12 80 [68; 80[ [0; 800000; 0; 941176[

a

5

05 85 [80; 85[ [0; 941176; 1; 000000[

Or il est fa
ile d'obtenir 
es intervalles puisque nous avons �a notre disposition pour 
haque noeud son nombre

d'o

urren
es ainsi que le nombre d'o

urren
es de son sous-arbre gau
he. Pour obtenir l'intervalle 
orrespondant

au symbole a dans la quatri�eme 
olonne du tableau 
i-dessus, il suÆt d'appliquer l'algorithme suivant : On part
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de la ra
ine et on par
ourt l'arbre jusqu'�a 
e qu'on arrive sur le symbole a. Au d�ebut du par
ours on initialise une

variable bas �a 0. Chaque fois que l'on part d'un noeud N et que l'on suit une bran
he de droite, on in
r�emente

bas du nombre d'o

urren
es de N et du nombre d'o

urren
es du sous-arbre gau
he de N . Chaque fois que

l'on se d�epla
e sur une bran
he de gau
he, on laisse bas in
hang�e. Lorsque le noeud a est atteint, on ajoute

�a bas le nombre d'o

urren
es du sous-arbre gau
he de a. Il est fa
ile de v�eri�er que bas 
ontient la borne

inf�erieure de a (�a une normalisation pr�es). La borne haute s'en d�eduit imm�ediatement en rajoutant �a bas le

nombre d'o

urren
es de a.

Par exemple, pour 
al
uler la borne inf�erieure de a

10

, on part de bas = 0. De la ra
ine on va vers a

3

, don


on rajoute �a bas 19+ 41 = 60. Arriv�e en a

3

, on se d�epla
e vers la gau
he pour atteindre a

10

. D�epla
ement vers

la gau
he, don
 pas de 
hangement de bas. On est maintenant arriv�e en a

10

don
 on rajoute �a bas le nombre

d'o

urren
es du sous-arbre gau
he de a

10

, 
'est-�a-dire 0. La borne inf�erieure de l'intervalle 
orrespondant �a a

10

est don
 60.

Cet algorithme de 
al
ul des bornes inf�erieures et sup�erieures est int�eressant 
ar on n'est pas oblig�e de

re
al
uler toutes les bornes �a l'arriv�ee de 
haque symbole. Il suÆt de ne re
al
uler que les bornes du symbole

qui vient d'être lu sur le 
ot d'entr�ee, d'o�u un gain de temps appr�e
iable.

2.7 Algorithmes en langage C

2.7.1 Une librairie pour lire/�e
rire des bits dans des �
hiers

/* =========================================================================================================== */

/* === CG - prog-bitio.h - version du 1/2/2000 === */

/* === headers pour pouvoir manipuler des bits dans des fi
hiers === */

/* =========================================================================================================== */

#ifndef _BITIO_H

#define _BITIO_H

#define READ_BIT_MODE 0 /* flags pour indiquer si l'on a ouvert le fi
hier en le
ture ou en e
riture. */

#define WRITE_BIT_MODE 1 /* Ca permet de tester si les a

es en le
ture/e
riture sont autorises. */

#define BIT_DATA_LENGTH 65536 /* nombre d'o
tets dans le buffer de le
ture/e
riture */

typedef stru
t bit_file {

FILE *file; /* pointeur sur le fi
hier */

unsigned 
har a

ess_mode; /* a

es du fi
hier en le
ture ou en e
riture */

unsigned 
har data[BIT_DATA_LENGTH℄; /* buffer dans lequel sont e
rits les bits */

int index; /* pour savoir sur quel o
tet du buffer on est en train de travailler */

unsigned 
har mask; /* masque permettant d'a

eder a un bit de l'o
tet 
ourant du buffer */

int max_index; /* index du dernier bit d'un fi
hier ouvert en le
ture */

} BIT_FILE;

BIT_FILE *OpenBitFile(
har *filename, 
har *mode);

void CloseBitFile(BIT_FILE *bit_file);

void PutBit (BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har bit);

void PutBits(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *
ode, int 
ount);

int GetBit (BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *bit);

int GetBits(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *ve
t, int 
ount);

#endif /* _BITIO.H */

/* =========================================================================================================== */

/* === CG - prog-bitio.
 - version du 1/2/2000 === */

/* === routines pour lire/e
rire des sequen
es de bits sur des fi
hiers === */

/* =========================================================================================================== */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <string.h>

#in
lude "prog-bitio.h"
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/* =========================================================================================================== */

/* === Ouverture d'un fi
hier de bits. En entree, on pre
ise le nom du fi
hier ainsi que son mode d'a

es === */

/* === ("r" pour une le
ture et "w" une e
riture). En retour, on obtient un pointeur sur un BIT_FILE. Si === */

/* === le fi
hier n'a pu etre ouvert, le pointeur retourne est a NULL. === */

/* =========================================================================================================== */

BIT_FILE *OpenBitFile(
har *filename, 
har *mode)

{

/* allo
ation de la stru
ture permettant de gerer le fi
hier */

BIT_FILE *bit_file = (BIT_FILE *) mallo
(sizeof(BIT_FILE));

if (bit_file == NULL) return(NULL);

/* ouverture du fi
hier ave
 le mode d'a

es spe
ifie */

if (str
mp(mode,"r") && str
mp(mode,"w")) return(NULL);

bit_file->file = fopen(filename, mode);

if (bit_file->file == NULL) { free((
har *)bit_file); return(NULL); }

/* initialisation de la stru
ture BIT_FILE */

if (*mode == 'r') bit_file->a

ess_mode = READ_BIT_MODE;

else bit_file->a

ess_mode = WRITE_BIT_MODE;

bit_file->index= 0; /* l'o
tet 
ourant est le premier du tableau, */

/* 
'est-a-dire 
elui qui se trouve le plus a gau
he. */

bit_file->mask = 0x80; /* le premier bit sur lequel on va travailler est 
elui */

/* qui se trouve le plus a gau
he dans l'o
tet 
ourant. */

/* si le fi
hier est ouvert en le
ture, on lit autant de bits que possible */

if (bit_file->a

ess_mode == READ_BIT_MODE)

if ((bit_file->max_index = (unsigned int) fread((
har *)bit_file->data,

1, BIT_DATA_LENGTH, bit_file->file)) != BIT_DATA_LENGTH)

{

/* on n'a pas pu lire BIT_DATA_LENGTH o
tets. Pourquoi? Si 
e n'etait pas la fin du fi
hier, on plante */

if (!feof(bit_file->file))

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion OpenBitFile\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

}

/* on peut retourner un pointeur sur la stru
ture puisqu'elle a ete bien initialisee */

return(bit_file);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === Fermeture d'un fi
hier. Avant de fermer le fi
hier, si 
e dernier a ete ouvert en e
riture, on === */

/* === envoie tous les bits qui trainent dans le buffer sur le fi
hier. === */

/* =========================================================================================================== */

void CloseBitFile(BIT_FILE *bit_file)

{

/* on teste quand meme qu'on n'a pas passe une stru
ture vide en parametre */

if (bit_file == NULL)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion CloseBitFile\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* si on a

edait le fi
hier en e
riture, on e
rit les derniers bits */

if (bit_file->a

ess_mode == WRITE_BIT_MODE)

{

/* e
riture de tous les o
tets avant l'o
tet 
ourant */

if (bit_file->index > 0)

if (fwrite((
har *)bit_file->data, (int)bit_file->index, 1, bit_file->file) != 1)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (2) dans la fon
tion CloseBitFile\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture de l'o
tet 
ourant si ne
essaire */

if (bit_file->mask != 0x80)

if (fwrite((
har *)bit_file->data+bit_file->index,1,1,bit_file->file)!=1)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (3) dans la fon
tion CloseBitFile\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}
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}

/* fermeture effe
tive du fi
hier */

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === E
riture d'un bit dans un fi
hier. En entree, on passe un pointeur sur un fi
hier de bits ainsi === */

/* === qu'un bit (egal a 0 ou 1). Un bit ayant une autre valeur provoquera une erreur fatale et terminera === */

/* === le programme. === */

/* =========================================================================================================== */

void PutBit(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har bit)

{

/* on verifie que la stru
ture du fi
hier de bits existe bien et que 
elui-
i a ete ouvert en e
riture */

if (bit_file == NULL)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion PutBit\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

if (bit_file->a

ess_mode != WRITE_BIT_MODE)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (2) dans la fon
tion PutBit\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on teste si le bit passe en parametre est bien un 0 ou un 1 */

if (bit && bit != 1)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (3) dans la fon
tion PutBit\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on e
rit le bit dans le buffer */

if (bit) bit_file->data[bit_file->index℄ |= bit_file-> mask;

else bit_file->data[bit_file->index℄ &= ~bit_file->mask;

bit_file->mask >>= 1;

/* on regarde maintenant s'il est temps de 
hanger d'o
tet dans le buffer */

/* ou d'e
rire dans le fi
hier si on est a la fin du buffer */

if (!bit_file->mask)

{

if (bit_file->index == BIT_DATA_LENGTH - 1)

{

/* let's go, on e
rit joyeusement dans le fi
hier tout le buffer */

if (fwrite((
har *)bit_file->data, BIT_DATA_LENGTH, 1, bit_file->file) != 1)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (4) dans la fon
tion PutBit\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on remet a jour la stru
ture de donnees */

bit_file->index= 0;

bit_file->mask = 0x80;

}

else

{

bit_file->index++;

bit_file->mask = 0x80;

}

}

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === E
riture de plusieurs bits dans un fi
hier. En entree, on fournit un pointeur sur le fi
hier dans === */

/* === lequel on e
rit, un pointeur sur un ve
teur 
ontenant les bits a e
rire, et un entier indiquant le === */

/* === nombre de bits qu'on souhaite e
rire. On suppose que, dans le ve
teur de bits, 
eux-
i sont 
adres === */

/* === a gau
he, 
'est-a-dire que le premier bit a e
rire est le bit le plus a gau
he dans le premier === */

/* === o
tet du ve
teur. === */

/* =========================================================================================================== */

void PutBits(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *
ode, int 
ount)

{

unsigned 
har mask;

int index;

/* 
omme d'habitude, on verifie que le pointeur sur le fi
hier est valide et qu'il est ouvert en e
riture */

if (bit_file == NULL)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion PutBits\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

if (bit_file->a

ess_mode != WRITE_BIT_MODE)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (2) dans la fon
tion PutBits\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on verifie que le nombre de bits a e
rire n'est pas farfelu */

if (
ount <= 0)

{

fprintf(stderr,"PutBits : impossible d'e
rire %d bits\n", 
ount);

f
lose(bit_file->file);

free((
har *) bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on realise maintenant l'e
riture proprement dite */

for(mask=0x80, index=0; 
ount; 
ount--)

{

if (
ode[index℄ & mask) bit_file->data[bit_file->index℄ |= bit_file-> mask;

else bit_file->data[bit_file->index℄ &= ~bit_file->mask;

bit_file->mask >>= 1;

/* on regarde maintenant s'il faut 
hanger d'o
tet dans le buffer */

/* ou d'e
rire dans le fi
hier si on est a la fin du buffer */

if (!bit_file->mask)

{

if (bit_file->index == BIT_DATA_LENGTH - 1)

{

/* on e
rit dans le fi
hier tout le buffer */

if (fwrite((
har *)bit_file->data, BIT_DATA_LENGTH, 1, bit_file->file) != 1)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (3) dans la fon
tion PutBits\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on remet a jour la stru
ture de donnees */

bit_file->index= 0;

bit_file->mask = 0x80;

}

else

{

bit_file->index++;

bit_file->mask = 0x80;

}

}

mask = (mask == 0x01 ? 0x80 : mask >> 1);

index = (mask == 0x80 ? index+1 : index);

}

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === Fon
tion pour lire un bit dans un fi
hier. Elle prend en parametre un pointeur sur le fi
hier === */

/* === 
ontenant les bits ainsi qu'un pointeur sur un 
ara
tere. Ce dernier 
ontiendra le bit a la sortie === */

/* === de la fon
tion, i.e., il 
ontiendra soit la valeur 0, soit la valeur 1. La fon
tion renvoie le === */

/* === nombre de bits lus (0 si on etait deja en fin de fi
hier. Si le fi
hier n'existe pas ou n'est pas === */

/* === a

essible en e
riture, on sort violamment du programme. === */

/* =========================================================================================================== */

int GetBit(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *bit)

{

/* on regarde si le fi
hier passe en parametre est valide et s'il est bien a

essible en le
ture */

if (bit_file == NULL)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion GetBit\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

if (bit_file->a

ess_mode != READ_BIT_MODE)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (2) dans la fon
tion GetBit\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on re
upere le bit en question */

if (bit_file->index == bit_file->max_index)

/* on essaye d'a

eder a un bit qui n'existe pas puisqu'on est deja arrive a la fin du fi
hier */

return (0);

else

*bit = (bit_file->data[bit_file->index℄ & bit_file->mask ? 1 : 0);

/* on pointe sur le bit suivant */

bit_file->mask >>= 1;

if (!bit_file->mask)

{

bit_file->mask = 0x80;

bit_file->index++;

}

/* on regarde si on doit relire le fi
hier */

if (bit_file->index == BIT_DATA_LENGTH)

{

bit_file->index = 0;

if ((bit_file->max_index = (unsigned int) fread((
har *)bit_file->data,

1, BIT_DATA_LENGTH, bit_file->file)) != BIT_DATA_LENGTH)

{

/* on n'a pas pu lire BIT_DATA_LENGTH o
tets. Pourquoi ? */

/* si 
e n'etait pas la fin de fi
hier, on plante */

if (!feof(bit_file->file))

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (4) dans la fon
tion GetBit\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

}

}

/* on indique qu'on a bien lu un bit */

return(1);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === fon
tion pour lire plusieurs bits dans un fi
hier. On passe en parametre un pointeur sur le === */

/* === fi
hier de bits, un pointeur sur le ve
teur (deja alloue en memoire) qui va 
ontenir les bits, et === */

/* === un entier qui represente le nombre de bits a lire. La fon
tion retourne le nombre de bits qu'elle === */

/* === a reussi a lire. === */

/* =========================================================================================================== */

int GetBits(BIT_FILE *bit_file, unsigned 
har *ve
t, int 
ount)

{

unsigned 
har mask;

int index;

int nb_bits_read;

/* on verifie que le pointeur sur le fi
hier est valide et que le fi
hier est bien a

ede en le
ture */

if (bit_file == NULL)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (1) dans la fon
tion GetBits\n");

exit(EXIT_FAILURE);
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}

if (bit_file->a

ess_mode != READ_BIT_MODE)

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (2) dans la fon
tion GetBits\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on verifie que le nombre de bits qu'on veut lire n'est pas farfelu */

if (
ount <= 0)

{

fprintf(stderr,"GetBits : impossible de lire %d bits\n", 
ount);

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* le
ture proprement dit */

for(mask = 0x80, index = 0, nb_bits_read = 0; 
ount;


ount--, mask = (mask == 0x01 ? 0x80 : mask >> 1), index = (mask == 0x80 ? index+1 : index))

{

/* on regarde si on peut re
uperer le bit 
ourant, ou bien si on est deja arrive en fin de fi
hier */

if (index == bit_file->max_index)

/* on est bien arrive en fin de fi
hier */

return nb_bits_read;

/* on re
upere le bit 
ourant */

if (bit_file->data[bit_file->index℄ & bit_file->mask) ve
t[index℄ |= mask;

else ve
t[index℄ &= ~mask;

nb_bits_read++;

/* on pointe sur le bit suivant */

bit_file->mask >>= 1;

if (!bit_file->mask)

{

bit_file->mask = 0x80;

bit_file->index++;

}

/* on regarde si on doit relire le fi
hier */

if (bit_file->index == BIT_DATA_LENGTH)

{

bit_file->index = 0;

if ((bit_file->max_index = (unsigned int) fread((
har *)bit_file->data,

1, BIT_DATA_LENGTH, bit_file->file)) != BIT_DATA_LENGTH)

{

/* on n'a pas pu lire BIT_DATA_LENGTH o
tets. Pourquoi ? */

/* si 
e n'etait pas la fin de fi
hier, on plante */

if (!feof(bit_file->file))

{

fprintf(stderr,"Erreur fatale (3) dans la fon
tion GetBis\n");

f
lose(bit_file->file);

free((
har *)bit_file);

exit(EXIT_FAILURE);

}

}

}

}

/* on retourne le nombre de bits lus */

return (nb_bits_read);

}

2.7.2 Algorithme de Hu�man

/* =========================================================================================================== */

/* === CG - prog-se
2-huffman.
 - version du 5/8/2001 === */

/* === realise l'algorithme de Huffman tel que de
rit dans la se
tion 2. === */

/* =========================================================================================================== */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <limits.h>

#in
lude <string.h>

#in
lude "prog-bitio.h"

#define READ_LENGTH 65536 /* le nombre d'o
tets lus a la fois dans le fi
hier */

/* a 
ompresser (valable pour les 2 passes d'Huffman) */
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/* =========================================================================================================== */

/* === definition d'une stru
ture pour les arbres binaires a la Huffman === */

/* =========================================================================================================== */

typedef stru
t _Arbre Arbre;

stru
t _Arbre {

Arbre *parent;

Arbre *fils_gau
he;

Arbre *fils_droit;

unsigned int freq;

};

/* =========================================================================================================== */

/* === definition d'une stru
ture pour sto
ker les 
odes des 
ara
teres. === */

/* =========================================================================================================== */

typedef stru
t {

unsigned 
har *
ode; /* ve
teur de bits du 
ode */

int 
ount; /* nombre de bits dans le 
ode */

} Code;

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion 
i-dessous prend en entree le nom du fi
hier a 
ompresser. Elle lit le fi
hier et === */

/* === sto
ke les frequen
es d'apparition de 
ha
un des 
ara
teres dans un tableau 'freq' qu'elle alloue === */

/* === et elle renvoie 
e tableau. En plus des 256 
ases utilisees pour sto
ker les frequen
es de 
haque === */

/* === 
ara
tere, une 257eme est rajouteea la fin du tableau, qui 
ontient le nombre de 
ara
teres que === */

/* === 
ontient l'ensemble du fi
hier (modulo le nombre d'unsigned int possibles). === */

/* =========================================================================================================== */

unsigned int *
ree_frequen
es(
har *filename)

{

unsigned int *freq;

FILE *in;

unsigned 
har buffer[READ_LENGTH℄;

int i, j;

size_t nb_read;

/* 
reation du tableau freq */

freq = (unsigned int *) mallo
(257 * sizeof(unsigned int));

if (freq == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_frequen
es: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* ouverture du fi
hier a 
ompresser */

in = fopen(filename, "r");

if (in == NULL)

{

free((
har *)freq);

fprintf(stderr, "
ree_frequen
es: impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filename);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* initialisation du tableau */

for (i=0; i<256; i++) freq[i℄ = 0;

/* mise a jour du tableau freq */

while ((nb_read = fread((void *)buffer, 1, READ_LENGTH, in)) != 0)

for (i=0; i<nb_read; i++)

{

if (freq[(int)buffer[i℄℄ == UINT_MAX)

/* on a atteint la frequen
e max => on divise toutes les frequen
es par 2 */

for (j=0; j<256; j++) freq[j℄ /= 2;

freq[(int)buffer[i℄℄++;

freq[256℄++;

}

/* fermeture du fi
hier */

f
lose(in);

return freq;

}



Se
tion 2. Les m�ethodes statistiques 67

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion 
i-dessous prend en argument deux elements de type Arbre et renvoie -1 si le premier === */

/* === element a une frequen
e stri
tement inferieure au deuxieme element, 0 si elles sont egales et 1 === */

/* === dans le 
as restant. === */

/* =========================================================================================================== */

int 
ompare_freq(
onst void *elt1, 
onst void *elt2)

{

unsigned int nb1, nb2;

if ((elt1 == NULL) || (elt2 == NULL))

{

fprintf(stderr, "
ompare_freq: impossible de 
omparer un element NULL\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

nb1 = (*(Arbre **)elt1)->freq; nb2 = (*(Arbre **)elt2)->freq;

if (nb1 < nb2) return -1;

if (nb1 > nb2) return 1;

return 0;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion 
i-dessous prend en argument un tableau de frequen
es et 
ree un arbre de huffman === */

/* === 
orrespondant. Un tableau 
ontenant pour 
ha
un des 256 
ara
teres possibles, soit sa feuille dans === */

/* === l'arbre, soit un noeud vide (pas de parent, pas d'enfant et une frequen
e a 0) si le 
ara
tere === */

/* === n'apparait pas dans le texte, est alors renvoye par la fon
tion. === */

/* =========================================================================================================== */

Arbre *
ree_arbre(unsigned int freq[256℄)

{

Arbre *tmp_tab[256℄, *new_arb, **tab, *arb;

int i, trouve, nb_
ar = 256;

int nb_avant_new_arb, nb_apres_new_arb;

/* 
reation des feuilles de l'arbre : a 
haque 
ara
tere est asso
ie un sous-arbre (pour l'instant vide) */

arb = (Arbre *) mallo
(256 * sizeof(Arbre));

if (arb == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_arbre: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

for (i=0; i<nb_
ar; i++)

{

arb[i℄.parent = NULL;

arb[i℄.fils_gau
he = NULL; arb[i℄.fils_droit = NULL;

arb[i℄.freq = freq[i℄;

}

/* on 
ree un tableau asso
iant a 
haque 
ara
tere sa frequen
e. et on trie 
e */

/* tableau par ordre 
roissant des frequen
es */

for (i=0; i<nb_
ar; i++) tmp_tab[i℄ = arb + i;

qsort(tmp_tab, nb_
ar, sizeof(Arbre *), 
ompare_freq);

/* on ne 
ree l'arbre que pour les frequen
es stri
tement positives */

for (tab = tmp_tab; nb_
ar > 0 && tab[0℄->freq == 0; nb_
ar--, tab++);

if (tab[0℄->freq == 0)

{

printf("
ree_arbre: impossible de 
ompresser un fi
hier vide\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* 
reation de l'arbre de Huffman a partir des frequen
es */

for (; nb_
ar >= 2; nb_
ar--)

{

/* 
reation d'un noeud regroupant les deux 
ara
teres de plus faibles frequen
es */

new_arb = (Arbre *) mallo
(sizeof(Arbre));

if (new_arb == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_arbre: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

tab[0℄->parent = new_arb; tab[1℄->parent = new_arb;

new_arb->fils_gau
he = tab[0℄; new_arb->fils_droit = tab[1℄;

new_arb->parent = NULL;

/* affe
tation de la frequen
e a new_arb. Si 
elle-
i depasse la taille des */

/* unsigned int, on divise toutes les frequen
es par 2 */

if (tab[0℄->freq + tab[1℄->freq < tab[0℄->freq)

for (i=0; i<nb_
ar; i++) tab[i℄->freq /= 2;
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new_arb->freq = tab[0℄->freq + tab[1℄->freq;

/* on va maintenant eliminer les deux premiers elements de tab et inserer */

/* new_tab de maniere a 
e que tab soit trie par ordre 
roissant de frequen
e */

for (i=2, trouve=0; i<nb_
ar && !trouve; i++)

if (tab[i℄->freq >= new_arb->freq) trouve++;

nb_avant_new_arb = i-2; /* nb d'elts de tab qui vont etre depla
es de 2 
ases pour que tab reste trie */

if (nb_avant_new_arb) memmove(tab, tab+2, nb_avant_new_arb * sizeof(Arbre *));

tab[nb_avant_new_arb℄ = new_arb;

nb_apres_new_arb = nb_
ar - i;

if (nb_apres_new_arb) memmove(tab+i-1, tab+i, nb_apres_new_arb * sizeof(Arbre *));

}

/* on retourne l'arbre 
orrespondant a l'ensemble des 
ara
teres */

return arb;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante prend un arbre de Huffman et asso
ie a 
haque 
ara
tere son 
ode d'apres === */

/* === l'arbre passe en parametre (les fils gau
hes ont un bit a zero et les fils droits un bit a 1). === */

/* =========================================================================================================== */

Code *
ree_
ode(Arbre arb[256℄)

{

unsigned 
har mask;

Code *
ode;

int i, j, k;

Arbre *tmp_arb;

/* 
reation du tableau de 
odes */


ode = (Code *) mallo
(256 * sizeof(Code));

if (
ode == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_
ode: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* 
reation des ve
teurs de bits pour 
haque 
ara
tere */

for (i=0; i<256; i++)

if (arb[i℄.freq)

{

/* on 
al
ule la longueur du ve
teur de bit */

for (j=0, tmp_arb=arb+i; tmp_arb->parent!=NULL; j++, tmp_arb=tmp_arb->parent);

/* 
reation du ve
teur de bits */

if (j == 0)

{

/* j = 0 signifie que le fi
hier ne 
ontient qu'un seul 
ara
tere */

/* => on peut lui affe
ter juste 1 bit a 0 */


ode[i℄.
ode = (unsigned 
har *)mallo
(sizeof(unsigned 
har));

if (
ode[i℄.
ode == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_
ode: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}


ode[i℄.
ode[0℄ = 0;


ode[i℄.
ount = 1;

}

else

{

/* i
i, on doit 
reer un ve
teur de longueur le nombre d'ar
s */

/* separant la feuille/
ara
tere de la ra
ine de l'arbre */


ode[i℄.
ode = (unsigned 
har *)mallo
(((j+7)/8) * sizeof(unsigned 
har));

if (
ode[i℄.
ode == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ree_
ode: allo
ation memoire impossible\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* remplissage des bits */

for (k=0; k<(j+7)/8; k++) 
ode[i℄.
ode[k℄ = (unsigned 
har) 0;


ode[i℄.
ount = j;

for (tmp_arb = arb+i, j--, k=j/8, mask=0x80 >> (j%8); j>=0;

tmp_arb = tmp_arb->parent, j--, mask=(mask==0x80 ? 0x01 : mask << 1), k=(mask==0x01 ? k-1 : k))

if (tmp_arb->parent->fils_droit == tmp_arb) 
ode[i℄.
ode[k℄ |= mask;

}

}

else

{


ode[i℄.
ode = NULL;
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ode[i℄.
ount = 0;

}

/* on renvoie les 
odes */

return 
ode;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante ouvre un fi
hier en le
ture. Elle 
al
ule un arbre de Huffman 
orrespondant === */

/* === ainsi qu'un 
odage 
oherent ave
 
et arbre. Enfin, elle utilise 
e 
odage pour 
ompresser le === */

/* === fi
hier ouvert en le
ture. Le fi
hier de sortie a un en-tete de 7 
ara
teres egaux a la 
haine === */

/* === "Huffman", suivi par un tableau de 256 unsigned int 
ontenant les frequen
es des 
ara
teres, suivi === */

/* === par le nombre d'o
tets dans le fi
hier d'origine (modulo le nombre total de unsigned int === */

/* === possibles), enfin suivi par les o
tets 
ompresses. === */

/* =========================================================================================================== */

void 
ompresse(
har *filein, 
har *fileout)

{

FILE *in;

BIT_FILE *out;

unsigned 
har buffer[READ_LENGTH℄;

int i, nb_read;

Arbre *arb;

unsigned int *freq;

Code *
ode;

/* 
al
ul des frequen
es, de l'arbre de Huffman et des 
odes */

freq = 
ree_frequen
es(filein);

arb = 
ree_arbre(freq);


ode = 
ree_
ode(arb);

/* ouverture des fi
hiers d'entree et de sortie en vue de l'e
riture */

in = fopen(filein, "r");

if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ompresse: impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = OpenBitFile(fileout, "w");

if (out == NULL)

{

f
lose(in);

fprintf(stderr, "
ompresse: impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", fileout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture de l'ent-tete */

PutBits(out, "Huffman", 56);

PutBits(out, (unsigned 
har *)freq, 257 * sizeof(unsigned int) * 8);

/* e
riture des 
ara
teres dans le fi
hier 
ompresse */

while ((nb_read = fread((void *)buffer, 1, READ_LENGTH, in)) != 0)

for (i=0; i<nb_read; i++) PutBits(out, 
ode[(int) buffer[i℄℄.
ode, 
ode[(int) buffer[i℄℄.
ount);

/* fermeture des fi
hiers */

f
lose(in);

CloseBitFile(out);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante ouvre un fi
hier en le
ture, re
upere les frequen
es du fi
hier d'origine, === */

/* === 
al
ule un arbre de Huffman 
orrespondant, puis utilise 
elui-
i pour de
ompresser le fi
hier === */

/* === ouvert en le
ture. La de
ompression est e
rite dans le fi
hier "fileout". La fon
tion teste bien === */

/* === entendu si l'en-tete du fi
hier d'entree est 
orre
t (
f. la fon
tion 
ompresse) avant de realiser === */

/* === les operations de de
ompression. === */

/* =========================================================================================================== */

void de
ompresse(
har *filein, 
har *fileout)

{

BIT_FILE *in;

FILE *out;

unsigned 
har bit;

unsigned int freq[256℄, nb_o
tets_fi
hier, total_o
tets_lus = 0;


har en_tete[8℄;

Arbre *arb, *root, *tmp_arb;

int i, trouve;

/* ouverture des deux fi
hiers */

in = OpenBitFile(filein, "r");
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if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "de
ompresse: impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = fopen(fileout, "w");

if (out == NULL)

{

CloseBitFile(in);

fprintf(stderr, "de
ompresse: impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", fileout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on re
upere l'en-tete du fi
hier d'entree */

GetBits(in, en_tete, 56); en_tete[7℄ = '\0';

if (str
mp(en_tete, "Huffman"))

{

fprintf(stderr, "de
ompresse: 
e fi
hier n'a pas ete 
ompresse ave
 Huffman\n");

f
lose(out);

CloseBitFile(in);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* re
uperation des frequen
es, de l'arbre de Huffman et du 
odage */

if (GetBits(in,(
har *)freq, 256*sizeof(unsigned int)*8) != 256*sizeof(unsigned int)*8)

{

f
lose(out);

CloseBitFile(in);

fprintf(stderr, "de
ompresse: 
e fi
hier n'a pas ete 
ompresse ave
 Huffman (2)\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

arb = 
ree_arbre(freq);

/* re
uperation du nombre d'o
tets dans le fi
hier d'origine */

if (GetBits(in, (
har *) &nb_o
tets_fi
hier, sizeof(unsigned int) * 8) != sizeof(unsigned int) * 8)

{

f
lose(out);

CloseBitFile(in);

fprintf(stderr, "de
ompresse: 
e fi
hier n'a pas ete 
ompresse ave
 Huffman (3)\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on re
upere la ra
ine de l'arbre de Huffman */

for (i=0, trouve=0; i<256 && !trouve; i++) if (arb[i℄.freq) trouve ++;

for (root=arb+i-1; root->parent != NULL; root = root->parent);

/* maintenant on de
ompresse vraiment le fi
hier d'entree */

if (root == arb+i-1)

/* il n'y a qu'un seul 
ara
tere dans tout le fi
hier */

while(GetBit(in, &bit) && total_o
tets_lus != nb_o
tets_fi
hier)

{

total_o
tets_lus++;

fprintf(out, "%
", (
har) (root - arb));

}

else

/* i
i, on a un fi
hier "normal", i.e., 
ontenant plusieurs 
ara
teres differents */

while(GetBit(in, &bit) && total_o
tets_lus != nb_o
tets_fi
hier)

{

total_o
tets_lus++;

if (bit) tmp_arb = root->fils_droit;

else tmp_arb = root->fils_gau
he;

for (; tmp_arb->fils_gau
he && tmp_arb->fils_droit;)

if (GetBit(in, &bit))

{

if (bit) tmp_arb = tmp_arb->fils_droit;

else tmp_arb = tmp_arb->fils_gau
he;

}

else

{

f
lose(out);

CloseBitFile(in);

fprintf(stderr, "
e fi
hier n'a pas ete 
ompresse ave
 Huffman (4)\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

fprintf(out, "%
", (
har) (tmp_arb - arb));

}

/* fermeture des deux fi
hiers */
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f
lose(out);

CloseBitFile(in);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === le programme prin
ipal attend trois arguments. Le premier indique si l'on doit 
ompresser ou === */

/* === de
ompresser un fi
hier. le se
ond est le nom du fi
hier sur lequel va porter l'a
tion, et le === */

/* === troisieme est le nom du fi
hier dans lequel sera sto
ke le resultat de l'a
tion. === */

/* =========================================================================================================== */

int main(int arg
, 
har **argv)

{

/* test des arguments */

if ((arg
 != 4) || (str
mp(argv[1℄, "
ompresse") && str
mp(argv[1℄, "de
ompresse")))

{

fprintf(stderr, "usage : prog-se
2-huffman a
tion fi
_entree fi
_sortie\n");

fprintf(stderr, " a
tion doit etre egal soit a la 
haine 
ompresse soit a de
ompresse\n");

exit (EXIT_FAILURE);

}

/* on effe
tue l'a
tion demandee */

if (!str
mp(argv[1℄, "
ompresse")) 
ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

else de
ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

return EXIT_SUCCESS;

}

2.8 Exer
i
es

Exer
i
e 1 On re
her
he un nombre entre 1 et 2

N

. Un 
ertain nombre d'algorithmes sont 
on�
us pour 
ela.

Parmi 
eux-
i �gure le 
�el�ebre algorithme par di
hotomie. Montrez que 
e dernier est, en moyenne, optimal,


'est-�a-dire que, d'une mani�ere g�en�erale, 
'est l'algorithme qui permet de retrouver le nombre re
her
h�e en un

minimum de temps.

Exer
i
e 2 On sait qu'un texte sur un alphabet fa

1

; : : : ; a

4

g v�eri�e les probabilit�es suivantes :

P (a

1

) =

40

100

P (a

2

) =

30

100

P (a

3

) =

10

100

P (a

4

) =

20

100

P (a

1

ja

1

) =

15

40

P (a

2

ja

1

) =

15

40

P (a

3

ja

1

) =

4

40

P (a

4

ja

1

) =

6

40

P (a

1

ja

2

) =

13

30

P (a

2

ja

2

) =

11

30

P (a

3

ja

2

) =

1

30

P (a

4

ja

2

) =

5

30

P (a

1

ja

3

) =

5

10

P (a

2

ja

3

) =

2

10

P (a

3

ja

3

) =

2

10

P (a

4

ja

3

) =

1

10

P (a

1

ja

4

) =

7

20

P (a

2

ja

4

) =

2

20

P (a

3

ja

4

) =

3

20

P (a

4

ja

4

) =

8

20

Vaut-il mieux utiliser pour le 
ompresser une m�ethode de Hu�man d'ordre 1 (
f. le mod�ele de Markov d'ordre 1

de la page 44) ou l'algorithme de Hu�man d'ordre 0 (
elui pr�esent�e dans 
e poly) ?

Exer
i
e 3 Un expert en 
ompression de donn�ees aÆrme d�etenir un logi
iel de 
ompression uniquement sta-

tistique permettant de 
ompresser les deux textes suivants sans perte de donn�ees sur 38 bits :

{ daaabababb

a


bdda

{ ab
dbab
db

bb

abdb

Est-
e possible ? Justi�ez votre r�eponse.

Exer
i
e 4 Soit le texte <abb
aaab
bab
bbdbadadada

abb>. Cal
ulez la redondan
e du texte sto
k�e sous forme

ASCII. On le 
ompresse ave
 le 
ode suivant :

a � 0 b � 10 
 � 111 d � 110:

Quelle est la redondan
e ave
 
e 
ode ?

Exer
i
e 5 Soit X le texte de 2560 
ara
t�eres 
r�e�e en 
on
at�enant toutes les 
hâ�nes possibles 
ompos�ees de

10 fois le même 
ara
t�ere (X est g�en�er�ee grâ
e �a l'algorithme suivant :
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for (i=0; i<256; i++)

for (j=0; j<10; j++)

X[i*10+j℄ = (
har) i;

autrement dit, 
ette 
hâ�ne est �egale �a \. . .aaaaaaaaaabbbbbbbbbb









dddddddddd. . ."). Quelle est, entre

RLE et Hu�man, la m�ethode qui 
ompressera le mieux 
e texte. Justi�ez votre r�eponse. On supposera que RLE

�emet soit des triplets (
ag, 
ara
t�ere, nombre de r�ep�etitions) dont les tailles sont respe
tivement 1 bit, 8 bits

et 8 bits, soit des 
ouples (
ag, o
tet non 
ompress�e) dont les tailles sont respe
tivement 1 bit et 8 bits. C'est

don
 le bit de 
ag qui di��eren
ie une �emission 
ompress�ee d'une �emission non 
ompress�ee.

Exer
i
e 6 Vous voulez 
ompresser un texte �a l'aide de Hu�man. Vous avez e�e
tu�e une premi�ere passe sur

l'ensemble du texte, qui vous a permis de d�eterminer les nombres d'apparition des 
ara
t�eres suivants :


ara
t�ere a 
 d e l n o q r s t u v z ' t

nombre d'o

urren
es 70 8 22 80 33 23 2 3 34 55 9 3 7 7 2 20

Dessinez un arbre de Hu�man 
orrespondant puis 
ompressez �a l'aide de 
et arbre le texte suivant : <vous

l'avez trouvee>. Dans la s�equen
e de bits que vous �e
rirez, vous s�eparerez les 
ara
t�eres par des barres

verti
ales. Par exemple, si un 
ara
t�ere f a pour 
ode 0101 et si g a pour 
ode 111, alors le 
ode 
orrespondant

�a <fgf> sera <0101j111j0101>.

Si l'on ne tient pas 
ompte du sto
kage de l'arbre dans le �
hier r�esultat, quel est le taux de 
ompression

r�ealis�e par Hu�man sur la phrase que vous venez de 
ompresser ?

Exer
i
e 7 Cal
ulez un 
ode de Hu�man pour le texte suivant : <bdad
dbdedbee
aeedbededee>. Cal
ulez la

redondan
e ainsi que le taux de 
ompression obtenus par 
e 
ode. Peut-on esp�erer diminuer la redondan
e en

utilisant un autre arbre de Hu�man ? En utilisant une passe RLE avant Hu�man ?

Exer
i
e 8 Dessinez les arbres su

essifs utilis�es par l'algorithme de Hu�man adaptatif pour en
oder la phrase :

<ab
bda
EOF> et donnez le 
ode r�esultant pour 
ette phrase.

Exer
i
e 9 Soit le 
odage :

a � 10 b � 0 
 � 11:

D�e
odez la phrase <10011111000011100>. Quelle est la redondan
e du 
ode 
i-dessus ? Son taux de 
ompres-

sion ? Son fa
teur de 
ompression ?

R�een
odez la phrase ave
 l'algorithme de Hu�man adaptatif. Doit-on s'attendre �a un meilleur taux de 
ompres-

sion ? V�eri�ez en le 
al
ulant que votre r�eponse est bonne.

Exer
i
e 10 Soit la phrase

<

d
ab


daa
dba

a
b
ad
baa



>.

Compressez-la en utilisant l'algorithme de Hu�man. Parmi les algorithmes de 
ompression statistique, pensez-

vous qu'il existe un algorithme qui permette d'obtenir un taux de 
ompression stri
tement meilleur ? Si oui,

lequel ? Cal
ulez la redondan
e obtenue ave
 le 
ode de Hu�man.

Exer
i
e 11 Soit la phrase

<d
b
abbba
bddaabdbaaadabba
aabb
b
baabdddbaddaabdd

bb
baadabb

bddbbddbdbaddadabbbbba
aabddbb

bddbbd>.

Lequel des 2 arbres de Hu�man suivants est, d'apr�es vous, le meilleur pour 
ompresser 
ette phrase ? Justi�ez.

a dbc
a c

b

d

arbre 1 arbre 2
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Exer
i
e 12 Soit un texte sur l'alphabet fa; b; : : : ; h; ig v�eri�ant les probabilit�es :

P (a) =

1

2

P (b) =

1

4

P (
) =

1

8

P (d) =

1

16

P (e) =

1

32

P (f) =

1

64

P (g) =

1

128

P (h) =

1

256

P (i) =

1

256

:

�

E
rivez l'arbre de Hu�man 
orrespondant. Comparer ave
 l'arbre qui aurait �et�e g�en�er�e par un 
ode de Golomb

en posant a � 1, b � 2, 
 � 3, et
.

Exer
i
e 13 1/ Montrez que, quels que soient p � 1 et q � p,

0

�

q

X

k=p

1

2

k

1

A

+

1

2

q

=

1

2

p�1

:

En d�eduire que

+1

X

k=1

1

2

k

= 1.

2/ Montrez que le 
ode de Golomb est optimal pour la distribution P (k) =

1

2

k

8k 2 N .

Exer
i
e 14 Compressez �a l'aide d'une m�ethode arithm�etique, d'abord en pr�e
ision in�nie puis ave
 une

pr�e
ision de 4 d�e
imales, le texte : <abaaaba
EOF>. Vous utiliserez pour 
ela les fr�equen
es suivantes :

a � 10% b � 30% 
 � 20% d � 30% EOF � 10%:

Exer
i
e 15 D�e
ompressez �a l'aide d'une m�ethode arithm�etique le texte suivant : 0,04544372. Vous d�etaillerez

les 
al
uls que vous ferez, en parti
ulier, vous �e
rirez les expressions math�ematiques que vous 
al
ulerez. Vous

pourrez e�e
tuer les 
al
uls ave
 une pr�e
ision in�nie.

Les intervalles sont d�e
rits 
i-dessous :

a : [0; 0; 2[ b : [0; 2; 0; 3[ 
 : [0; 3; 0; 6[ d : [0; 6; 0; 9[ EOF : [0; 9; 1[.

Exer
i
e 16 Soit le texte suivant :

<eabb
aeda
ddb
aebd
e>

1/ 
ompressez 
e texte �a l'aide de l'algorithme de Hu�man.

2/ quel est le taux de 
ompression obtenu ?

3/ pour le texte 
i-dessus, est-
e que Hu�man est l'optimum de la 
lasse des m�ethodes statistiques ? Justi�ez

votre r�eponse.

Exer
i
e 17 Compressez grâ
e au 
odage arithm�etique le texte <
aabdaEOF>. Vous supposerez pour 
ela que

les intervalles des symboles sont respe
tivement :

a � [0; 0; 1[ b � [0; 1; 0; 5[ 
 � [0; 5; 0; 7[ d � [0; 7; 0; 9[ EOF � [0; 9; 1[:

De plus, vous ferez vos 
al
uls en entiers sur 4 digits (ainsi l'intervalle de d�epart sera [0000; 9999[).

Exer
i
e 18

1/ D�e
ompressez le 
ode suivant, obtenu grâ
e �a un 
odage arithm�etique en nombres r�eels ave
 une pr�e
ision

in�nie : 0; 70271. Vous supposerez que, 
omme dans l'exer
i
e pr�e
�edent, les intervalles des symboles sont

respe
tivement :

a � [0; 0; 1[ b � [0; 1; 0; 5[ 
 � [0; 5; 0; 7[ d � [0; 7; 0; 9[ EOF � [0; 9; 1[:

2/ Compressez ave
 Hu�man le texte obtenu en utilisant les mêmes fr�equen
es que 
i-dessus.

3/ En vous fondant sur les fr�equen
es 
i-dessus, 
al
ulez la redondan
e de Hu�man pour 
e texte.
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3 Les m�ethodes �a base de di
tionnaires

Les m�ethodes de 
ompression statistiques s'appuient sur un mod�ele statistique des donn�ees �a 
ompresser.

Leur eÆ
a
it�e d�epend fortement de l'ad�equation du mod�ele ave
 les donn�ees. Les m�ethodes de 
ompression �a

base de di
tionnaires, elles, n'utilisent ni mod�ele statistique ni 
odes de tailles variables. Leur prin
ipe 
onsiste

�a disposer d'un ensemble de 
hâ�nes de symboles (le di
tionnaire) et �a utiliser 
elui-
i pour en
oder les 
hâ�nes

de symboles formant le texte �a 
ompresser. Le di
tionnaire peut être statique, il est alors 
r�e�e une fois pour

toutes, ou bien dynamique (on dit en
ore adaptatif) s'il est modi��e par les 
hâ�nes ren
ontr�ees dans le texte �a


ompresser.

Question : pourquoi d�evelopper des m�ethodes de 
ompression �a base de di
tionnaire alors que les m�ethodes

statistiques fon
tionnent tr�es bien ?

�

A 
ela on peut fournir trois r�eponses :

1. Les op�erations r�ealis�ees par les m�ethodes �a base de di
tionnaire sont des re
her
hes de motifs et sont moins


oûteuses en temps d'ex�e
ution que des op�erations arithm�etiques.

2. Les m�ethodes �a base de di
tionnaires sont asymm�etriques, 
'est-�a-dire que l'en
odeur et le d�e
odeur

n'e�e
tuent pas les mêmes op�erations. Il s'av�ere qu'i
i le d�e
odage est tr�es simple, et par 
ons�equent plus

rapide que les m�ethodes statistiques. C'est un bon point si l'on ne 
ompresse que rarement et que l'on

d�e
ompresse souvent (�
hiers 
ompress�es a

essibles par internet par exemple).

3. En g�en�eral, les m�ethodes de 
ompression travaillant sur des 
hâ�nes de symboles sont plus eÆ
a
es que

les m�ethodes travaillant sur les symboles ind�ependamment les uns des autres. Par exemple, prenons un

alphabet �a 2 symboles, a

1

et a

2

, de probabilit�es P

1

et 1 � P

1

. L'entropie de l'alphabet est : e(P

1

) =

H(P

1

; 1� P

1

) = �P

1

log

2

P

1

� (1� P

1

) log

2

(1� P

1

). On a alors

de(x)

dx

= � log

2

x+ log

2

(1� x):

Or 
ette fon
tion est positive sur ℄0; 1=2℄ et n�egative sur [1=2; 1[. Par 
ons�equent, 
omme e(x) est une

fon
tion symm�etrique par rapport �a 1=2, l'entropie est minimale lorsque P

1

tends vers 0 ou vers 1. Cela

signi�e que les meilleurs taux de 
ompression seront r�ealis�es lorsque les probabilit�es des deux symboles sont

tr�es di��erentes, autrement dit, siX

1

est une variable al�eatoire pouvant prendre pour valeurs les probabilit�es

d'apparition des symboles, la 
ompression est meilleure lorsque la varian
e de X

1

est grande. Or 
elle-


i a tendan
e �a être plus grande sur des 
hâ�nes de symboles que sur des symboles isol�es. Un exemple

simple ave
 nos deux symboles. Supposons que P

1

= 0; 5, 
'est-�a-dire qu'il y a autant de symboles a

1

que

de symboles a

2

. Alors la varian
e de X

1

est �egale �a 0 et l'entropie est �a son maximum : 1. Supposons

maintenant que les probabilit�es d'apparition des mots a

1

a

1

, a

1

a

2

,a

2

a

1

et a

2

a

2

soient respe
tivement 0,4,

0,1, 0,1 et 0,4. Alors on v�eri�e ais�ement que les probabilit�es d'apparition de a

1

et de a

2

sont bien de 0,5.

De plus, si l'on appelle X

2

la variable al�eatoire <probabilit�e d'apparition des di��erents mots de 2 lettres>,

alors

�(X

2

) = 0; 25 et V (X

2

) = [2� (0; 4� 0; 25)

2

+ 2� (0; 1� 0; 25)

2

℄=4 = 0; 0225:

On voit don
 bien que la varian
e est plus grande sur les 
hâ�nes de 2 symboles que sur les symboles

individuels. L'entropie sera don
 plus petite pour les mots de 2 symboles, et la 
ompression meilleure.

Notons que 
e
i n'est vrai que d'une mani�ere g�en�erale. En e�et, il arrive que la 
ompression soit meilleure

lorsque l'on travaille sur des symboles isol�ement plutôt que sur des mots. Par exemple, si l'on 
ompresse

un texte 
ompos�e de 
inquante pour
ents de a

1

a

1

et de 
inquante pour
ents de a

1

a

2

. Alors la varian
e de

X

2

est nulle tandis que 
elle de X

1

est �egale �a [(0; 75� 0; 5)

2

+ (0; 25� 0; 5)

2

℄=2 = 0; 0625.

Un exemple simple de 
ompresseur �a base de di
tionnaire : prenez un di
tionnaire de fran�
ais. Num�erotez


haque entr�ee dans 
elui-
i. Prenez maintenant un texte en fran�
ais.

�

A 
haque mot, asso
iez le num�ero d'entr�ee

du mot dans le di
tionnaire. En fait, dans la plupart des textes, on s'aper�
oit que tr�es peu de mots di��erents

sont utilis�es. Il est bien rare d'avoir plus de 32768 mots de fran�
ais di��erents. Par 
ons�equent, si l'on 
r�ee

un di
tionnaire 
omportant les 32768 mots les plus 
ourants de la langue fran�
aise, 
haque mot sera 
od�e sur

2 o
tets, 
e qui permet de r�ealiser une bonne 
ompression du texte. Bien �evidemment, si un mot du texte ne

fait pas partie du di
tionnaire, il faut pr�evoir un m�e
anisme pour l'�e
rire tel quel sur le 
ot de sortie (on peut

utiliser un 
ara
t�ere d'�e
happement pour r�ealiser 
ela).
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Le probl�eme ave
 l'exemple 
i-dessus est que si le texte �a 
ompresser est en anglais ou, pire en
ore, si 
'est un

�
hier ex�e
utable, on ne parviendra pas �a r�ealiser une quel
onque 
ompression. Un di
tionnaire statique n'est

don
 pas tr�es eÆ
a
e. Il vaudrait mieux avoir �a sa disposition un di
tionnaire qui �evolue en fon
tion du texte

en 
ours de 
ompression. C'est 
e que nous allons utiliser dans toute 
ette se
tion.

L'id�ee est de partir d'un di
tionnaire vide (ou d'un petit di
tionnaire si l'on a des informations sur le type

de �
hier que l'on est en train de 
ompresser). On lit alors les mots du 
ot d'entr�ee. Si 
eux-
i font partie du

di
tionnaire, il suÆt d'�e
rire sur le 
ot de sortie leurs index (num�eros d'entr�ees), sinon, on les �e
rit tels quels sur

le 
ot de sortie et on les rajoute dans le di
tionnaire (�eventuellement, on �elimine d'an
iens mots a�n d'�eviter

que la taille du di
tionnaire n'augmente trop).

Nous allons maintenant voir un 
ertain nombre d'algorithmes, utilis�es notamment par des logi
iels 
omme

gzip, WinZip, PkZip, 
ompress, ARC, et
. Tous 
es algorithmes sont des variations de deux algorithmes 
�el�ebres :

LZ77 et LZ78, d�evelopp�es dans les ann�ees 70 par Ja
ob Ziv et Abraham Lempel, les deux fondateurs du domaine.

3.1 LZ77 ou le prin
ipe de la fenêtre 
oulissante

L'id�ee prin
ipale apport�ee par LZ77 est d'utiliser 
omme di
tionnaire une partie du texte d�ej�a 
ompress�e.

L'en
odeur maintient une petite fenêtre permettant de ne voir qu'une partie du 
ot d'entr�ee.

�

A l'initialisation,

un 
ertain nombre de symboles de 
e 
ot sont ins�er�es dans la fenêtre de la gau
he vers la droite. Lorsque de

nouveaux symboles sont lus sur le 
ot d'entr�ee, 
eux-
i sont ins�er�es �a droite dans la fenêtre et les symboles les

plus �a gau
he sont �elimin�es. C'est don
 bien le prin
ipe d'une fenêtre qui 
oulisse du d�ebut du texte �a en
oder

vers la droite.

La fenêtre est divis�ee en deux 
omme le montre la �gure 
i-dessous :

d�ebut du texte. . .lest
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar
hi. . .reste du texte

La partie gau
he, que les anglais appellent le sear
h bu�er et que nous appellerons tout bonnement la

fenêtre di
tionnaire, 
ontient le di
tionnaire des symboles les plus r�e
ents lus sur le 
ot d'entr�ee. La partie

droite, appel�ee en anglais le look-ahead bu�er et que nous appellerons la fenêtre �a 
ompresser, 
ontient le

texte non en
ore 
ompress�e. La partie �a gau
he de la fenêtre di
tionnaire 
ontient les plus vieux symboles d�ej�a


ompress�es. En pratique, la fenêtre di
tionnaire a une longueur de quelques milliers d'o
tets tandis que la fenêtre

�a 
ompresser n'est que de quelques dizaines d'o
tets.

Maintenant voyons 
omment l'algorithme fon
tionne. Sur la �gure 
i-dessus, on voit que le premier 
ara
t�ere

dans la fenêtre �a 
ompresser (
elui le plus �a gau
he) est un <
>. On va don
 
her
her un <
> dans la fenêtre

di
tionnaire en partant de la droite vers la gau
he. On en trouve un en 
inqui�eme position (<
hidu>). On a

don
 trouv�e dans le di
tionnaire une 
hâ�ne de longueur 1 qui 
orrespond exa
tement au d�ebut de la fenêtre �a


ompresser. On va maintenant 
her
her s'il n'existe pas une 
hâ�ne identique plus grande. On regarde don
 les


ara
t�eres qui suivent les deux <
> : apr�es le <
> de la fenêtre di
tionnaire, il y a un <h>, et 
'est pareil dans la

fenêtre �a 
ompresser. On a don
 trouv�e une 
hâ�ne de longueur 2 exa
tement identique au d�ebut de la fenêtre �a


ompresser. On va maintenant 
her
her s'il existe une 
hâ�ne de longueur 3. Dans la fenêtre di
tionnaire, <
h>

est suivi par un <i>, et dans la fenêtre �a 
ompresser <
h> est suivi par un <e>. On doit don
 re
her
her la 
hâ�ne

de longueur 3 plus �a gau
he dans la fenêtre di
tionnaire. On retrouve �a nouveau un <
h> en vingt quatri�eme

position (<
haussettes>). Malheureusement 
e <
h> est suivi d'un <a> et non d'un <e>. Il n'empê
he que 
'est

une 
hâ�ne de longueur 2. Comme il n'y a pas d'autres <
h> �a gau
he, 
'est 
ette entr�ee du di
tionnaire que

nous allons utiliser dans notre 
odage. Nous allons envoyer sur le 
ot de sortie le triplet (24,2,e). 24 repr�esente

l'index de la 
hâ�ne trouv�ee dans le di
tionnaire, 2 
orrespond �a sa longueur, et <e> est le pro
hain 
ara
t�ere

dans la fenêtre �a 
ompresser.

Dans LZ77, on s�ele
tionne toujours dans le di
tionnaire la plus longue 
hâ�ne de symboles identique �a la 
hâ�ne

en d�ebut de la fenêtre �a 
ompresser. Si le di
tionnaire poss�ede plusieurs 
hâ�nes de longueur maximale, on

s�ele
tionne la derni�ere (la plus �a gau
he).

En fait, on pourrait tout aussi bien s�ele
tionner la premi�ere 
hâ�ne trouv�ee dans le di
tionnaire, mais l'al-

gorithme est alors l�eg�erement plus 
omplexe �a �e
rire. On peut se dire que, de toutes fa�
ons, 
ela n'a au
une

importan
e puisque les o�sets (les d�epla
ements pour trouver les 
hâ�nes de symboles dans le di
tionnaire)

sont 
od�es sur un nombre �xe de bits. Cependant, s�ele
tionner les 
hâ�nes les plus r�e
entes peut pr�esenter un

avantage : si l'algorithme de 
ompression utilise LZ77 en premi�ere �etape, suivie par une m�ethode statistique,
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les 
hâ�nes les plus r�e
entes g�en�erant de petits o�sets, il y a plus de 
han
es que 
eux-
i aient des 
odes plus

petits en sortie de la m�ethode statistique. C'est 
e qu'utilise LZH, une variante de LZ77 dûe �a Bernd Herd.

Revenons au 
ode que nous avons g�en�er�e tout �a l'heure : (24,2,e). Tous les 
odes g�en�er�es par LZ77 sont des

triplets :

Les 
odes envoy�es sur le 
ot de sortie par LZ77 sont des triplets (a; b; 
), o�u :

{ a repr�esente le d�epla
ement que l'on doit e�e
tuer �a partir de la droite de la fenêtre di
tionnaire pour

pointer sur le d�ebut de la 
hâ�ne. Un d�epla
ement de 1 pointe sur le 
ara
t�ere le plus �a droite de 
ette

fenêtre.

{ le b repr�esente la longueur de la 
hâ�ne.

{ le 
 repr�esente le 
ara
t�ere suivant la 
hâ�ne dans la fenêtre �a 
ompresser.

Lorsqu'une 
hâ�ne a �et�e 
od�ee, on fait glisser les deux fenêtres de b + 1 
ara
t�eres vers la droite (b pour la

longueur de la 
hâ�ne, et 1 pour le 
ara
t�ere 
).

Si, d'aventure, au
une 
hâ�ne n'est trouv�ee, un triplet (0; 0; x) est �emis, o�u x est le 
ara
t�ere le plus �a gau
he

de la fenêtre �a 
ompresser. On fait alors glisser les fenêtres d'un seul 
ara
t�ere.

L'exemple de l'ar
hidu
hesse va nous aider �a 
omprendre 
omment l'algorithme fon
tionne :

Exemple 6 : Supposons don
 que nous voulions en
oder la phrase suivante :

lest
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar
hitsei
hes. Les premi�eres �etapes de

la 
ompression sont alors :

fenêtre di
tionnaire fenêtre �a 
ompresser

lest
haussettest ) (0,0,l)

lest
haussettestd ) (0,0,e)

lest
haussettestde ) (0,0,s)

lest
haussettestdet ) (0,0,t)

lest
haussettestdetl ) (0,0,
)

lest
haussettestdetl' ) (0,0,h)

lest
haussettestdetl'a ) (0,0,a)

lest
haussettestdetl'ar ) (0,0,u)

lest
haussettestdetl'ar
 ) (6,1,s)

lest
haussettestdetl'ar
h ) (9,1,t)

lest
haussettestdetl'ar
hid ) (1,1,e)

lest
haussettestdetl'ar
hidu
h ) (12,2,d)

lest
haussettestdetl'ar
hidu
hess ) (16,1,t)

lest
haussettestdetl'ar
hidu
hesset ) (19,1,')

est
haussettestdetl'ar
hidu
hessetso ) (15,1,r)

t
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsont ) (19,2,i)

aussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttse ) (10,1,u)

ssettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
 ) (5,2,e)

ttestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hes ) (17,1,s)

estdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
heste ) (16,2,s)

detl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestetta ) (0,0,o)

etl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar ) (0,0,n)

On remarque qu'au d�ebut, il n'y a pas 
ompression, il y a même expansion du texte (
haque fois qu'on

a un triplet de la forme (0,0,x)). C'est seulement lorsque le di
tionnaire 
ommen
e �a se remplir que la


ompression devient e�e
tive. �

Remarque : on a vu que LZ77 s�ele
tionne les 
hâ�nes de 
ara
t�eres dans la fenêtre di
tionnaire. Mais la seule

limitation de l'algorithme est que le d�ebut de la 
hâ�ne appartienne �a 
ette fenêtre. Rien n'empê
he que la �n

de la 
hâ�ne appartienne �a la fenêtre �a 
ompresser. Par exemple, lorsque LZ77 ren
ontre la situation suivante :

ab
defghijklmnoqrstuvwxyzzzzzzzzzzab
def

alors LZ77 envoie sur le 
ot de sortie le triplet (1,9,a).

Le d�e
odeur est beau
oup plus simple que l'en
odeur. Il suÆt en e�et de maintenir un bu�er de taille

identique �a 
elui de l'en
odeur. Quand le d�e
odeur lit un triplet, il lui suÆt de re
her
her la 
hâ�ne 
orrespondante
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dans sa fenêtre di
tionnaire, d'�e
rire 
ette 
hâ�ne ainsi que le 
ara
t�ere en troisi�eme position dans le triplet. Le

d�e
odeur fait alors 
oulisser la fenêtre 
omme l'aurait fait l'en
odeur. Il peut alors lire un nouveau triplet, et

ainsi de suite.

Notons qu'�a premi�ere vue, 
ontrairement aux m�ethodes statistiques, LZ77 n'a pas l'air de faire d'hypoth�eses

sur les donn�ees du 
ot d'entr�ee

2

. Cependant, si l'on examine ave
 pr�e
ision la m�ethode, on peut s'aper
evoir

qu'elle fait une hypoth�ese forte. En e�et, de par la nature de la fenêtre 
oulissante, elle suppose que, dans le


ot d'entr�ee, des motifs (
hâ�nes de 
ara
t�eres) identiques sont toujours tr�es pro
hes les uns des autres. C'est

en prin
ipe souvent vrai dans les textes en fran�
ais. Pour preuve, le tableau 
i-dessous montre 
omment LZ77


ompresse le 
ours de probabilit�es (le programme utilis�e est fourni dans la se
tion 3.6.1). Ce
i permet d'obtenir

un taux de 
ompression tout de même assez 
ons�equent : 52%.

taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier d'origine 
ompress�e par LZ77

deust.tex 3809 o
tets 2027 o
tets

se
tion1.tex 38142 o
tets 18299 o
tets

se
tion2.tex 33569 o
tets 15383 o
tets

se
tion3.tex 63915 o
tets 32179 o
tets

se
tion4.tex 68099 o
tets 32391 o
tets

se
tion5.tex 27463 o
tets 15483 o
tets

se
tion6.tex 68757 o
tets 32675 o
tets

se
tion7.tex 23096 o
tets 11631 o
tets

se
tion8.tex 43803 o
tets 19843 o
tets

se
tion9.tex 41920 o
tets 19011 o
tets

se
tion10.tex 47436 o
tets 22539 o
tets

se
tion11.tex 13442 o
tets 6639 o
tets

total 473451 o
tets 228100 o
tets

Tab. 13: Compression du 
ours de probabilit�e par l'algorithme LZ77

3.2 LZSS

Lorsqu'il a vu le jour

3

, LZ77 a soulev�e l'enthousiasme des 
her
heurs et des programmeurs. Assez rapidement,

des variantes ont vu le jour, qui permettaient de r�eduire quelques d�efauts de la m�ethode. LZSS est une de 
es

variantes. Cette m�ethode o�re trois am�eliorations par rapport �a LZ77 :

1. elle utilise une queue 
ir
ulaire pour sto
ker sa fenêtre �a 
ompresser ;

2. elle sto
ke sa fenêtre di
tionnaire dans un arbre binaire de re
her
he ;

3. elle envoie sur le 
ot de sortie des 
ouples plutôt que des triplets.

3.2.1 Une queue 
ir
ulaire pour la fenêtre �a 
ompresser

Physiquement, une queue 
ir
ulaire s'apparente �a un tableau 
lassique. La seule di��eren
e est qu'elle poss�ede

deux pointeurs : l'un indiquant le d�ebut du tableau et l'autre sa �n. Par exemple, les queues 
ir
ulaires 
i-dessous


ontiennent toutes les deux le mot <ar
hidu
hesse> :

ar
hidu
hesse

" "

d�ebut(D) �n(F)

u
hessear
hid

""

FD

L'int�erêt pour LZ77 d'une telle stru
ture est �evident. Supposons que l'on ait dans notre fenêtre �a 
ompresser

le texte suivant :

ab
defghijklmnoqrstuvwx

2

L'hypoth�ese impli
ite faite par les m�ethodes statistiques �etait que les probabilit�es des symboles du 
ot d'entr�ee �etaient di��erentes

les unes des autres. Lorsque 
ette hypoth�ese n'�etait pas v�eri��ee, il n'y avait pas 
ompression.

3


f. Ja
ob Ziv et Abraham Lempel (1977) <A universal algorithm for sequential Data 
ompression>, IEEE Transa
tions on

Information Theory IT-23(3), pp.337{343.
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et que l'on ait trouv�e dans la fenêtre di
tionnaire une 
hâ�ne de longueur 1. Dans 
e 
as il faut d�e
aler la fenêtre


i-dessus de 2 
rans vers la droite, puis ins�erer deux 
ara
t�eres, disons <yz>. On obtient alors :


defghijklmnoqrstuvwxyz

Si l'on utilise un tableau 
lassique, on a besoin de faire 22 d�e
alages vers la gau
he et 2 insertions. Si l'on

utilise une queue 
ir
ulaire, les deux insertions sont toujours n�e
essaires, mais on n'a plus qu'�a d�e
aler les

pointeurs indiquant le d�ebut et la �n de la fenêtre :

ab
defghijklmnoqrstuvwx

" "

D F

yz
defghijklmnoqrstuvwx

""

FD

Avant Apr�es

Cette stru
ture est �evidemment tr�es eÆ
a
e pour g�erer la fenêtre �a 
ompresser de LZ77. Elle le serait aussi

pour g�erer la fenêtre di
tionnaire, mais LZSS utilise pour 
ela une autre stru
ture : un arbre binaire de re
her
he.

3.2.2 Un arbre binaire de re
her
he pour la fenêtre di
tionnaire

L'id�ee de LZ77 est de re
her
her des 
hâ�nes de 
ara
t�eres dans la fenêtre di
tionnaire. Or l'arbre binaire

de re
her
he est la stru
ture la plus indiqu�ee pour e�e
tuer des re
her
hes. Rappelons qu'un arbre binaire de

re
her
he est un arbre binaire dans lequel tous les noeuds du sous-arbre gau
he de n'importe quel noeud A sont

inf�erieurs (selon une 
ertaine relation d'ordre) �a A, et tous les noeuds du sous-arbre droit sont sup�erieurs �a A.

Puisque LZ77 se 
ontente de faire des re
her
hes de 
hâ�nes de 
ara
t�eres, la relation d'ordre va don


permettre de 
omparer deux 
hâ�nes quel
onques entre elles. La relation la plus simple est �evidemment l'ordre

lexi
ographique, 
'est-�a-dire l'ordre d'un di
tionnaire de fran�
ais 
lassique. D'un point de vue informatique, on

ne 
omparera �evidemment pas des 
ara
t�eres a, b, 
, et
, mais plutôt les nombres 
ontenus dans 
ha
un des

o
tets des 
hâ�nes de 
ara
t�eres. Ainsi la 
hâ�ne hexad�e
imale <0x80 0x45> sera-t-elle plus grande que la 
hâ�ne

<0x76 0x90>.

Voyons maintenant 
omment 
onstruire l'arbre, toujours sur l'exemple de l'ar
hidu
hesse. Supposons que

nous ayons la fenêtre 
oulissante suivante :

l'ar
hidu
hesse

Dans 
e 
as, LZSS va g�en�erer tous les mots de 4 
ara
t�eres que poss�ede la fenêtre di
tionnaire (4 par
e que


'est le nombre de 
ara
t�eres de la fenêtre �a 
ompresser) :

mot o�set

l'ar 11

'ar
 10

ar
h 09

r
hi 08


hid 07

hidu 06

idu
 05

du
h 04

Il suÆt alors de ranger 
es mots dans un arbre binaire de re
her
he.

�

Evidemment, l'arbre n'est pas unique :

’arc

arch

chid

duch

hidu

iduc

l’ar

rchi

arch

chid’arc hidu

iduc

l’ar

rchi

duch
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L'id�eal est l'arbre bien balan
�e de gau
he 
ar 
'est lui qui va permettre de limiter au maximum la re
her
he de

la 
hâ�ne de 
ara
t�eres. Par exemple, dans la fenêtre �a 
ompresser, on a la 
hâ�ne <esse>. On part de la ra
ine de

l'arbre, <esse> est plus grand que <du
h>, don
 on va 
ontinuer la re
her
he sur le sous-arbre droit. <esse> est

inf�erieur �a <idu
>, on 
ontinue sur le sous-arbre gau
he, 
'est en
ore inf�erieur �a <hidu>. En trois 
omparaisons

de 
ara
t�eres, on a pu d�eterminer que LZ77 aurait dû �emettre la s�equen
e (0,0,e). Le pire des 
as est l'arbre de

droite, qui 
orrespond exa
tement �a la re
her
he e�e
tu�ee dans LZ77.

Lorsque l'on d�e
ale la fenêtre di
tionnaire dans LZ77, 
ela revient �a �eliminer les noeuds les plus an
iens

de l'arbre et �a y rajouter de nouveaux noeuds. La taille de l'arbre est don
 toujours la même. La mise �a jour

n�e
essite �evidemment un peu de travail, mais globalement, 
omme les temps de re
her
he sont bien moins grands

que dans LZ77, LZSS est un algorithme plus rapide que LZ77.

3.2.3

�

Emission sur le 
ot de sortie

La derni�ere am�elioration de LZSS par rapport �a LZ77 est qu'il n'�emet pas des triplets 
omme dans LZ77. En

prin
ipe, LZSS n'�emet que des 
ouples (d�epla
ement, longueur de la 
hâ�ne). Si au
une 
hâ�ne n'a �et�e trouv�ee,

LZSS n'envoie pas un triplet (0,0,x) 
omme LZ77 mais seulement le 
ara
t�ere non 
ompress�e x. Pour distinguer

les 
ouples des 
ara
t�eres non 
ompress�es, il ajoute un bit (
ag) suppl�ementaire aux 
ouples et aux 
ara
t�eres

non 
ompress�es.

En pratique, la fenêtre di
tionnaire fait quelques milliers d'o
tets, 
e qui nous donne des d�epla
ements

pouvant aller jusqu'�a 11{13 bits. La taille du di
tionnaire devrait être 
hoisie de mani�ere �a 
e que la taille totale

d'un 
ouple soit de 16 bits (sans 
ompter le bit de 
ag). Cela permet de 
olle
ter des s�equen
es de huit bits

de 
ag dans un o
tet. Ainsi, la programmation de l'en
odeur et du d�e
odeur est fa
ilit�ee : on n'a qu'�a lire des

o
tets sur le 
ot d'entr�ee. C'est tout de même beau
oup plus simple que les m�ethodes statistiques o�u l'on est

amen�e �a lire/�e
rire un nombre arbitraire de bits.

3.3 LZ78

LZ78 n'utilise ni fenêtre di
tionnaire, ni fenêtre �a 
ompresser. En fait, il n'utilise pas du tout de fenêtre


oulissante, mais plutôt un di
tionnaire 
ontenant toutes les 
hâ�nes de symboles ren
ontr�ees depuis le d�ebut

de la 
ompression sur le 
ot d'entr�ee. Au d�ebut, le di
tionnaire est vide (ou pratiquement vide) et grossit au

fur et �a mesure que l'on avan
e dans la 
ompression, sa seule limite �etant la taille de la m�emoire disponible.

L'en
odeur �emet des 
ouples sur le 
ot de sortie. Le premier 
hamp du 
ouple 
orrespond �a un pointeur sur

une entr�ee du di
tionnaire, le se
ond est le 
ode d'un symbole (non 
ompress�e) du 
ot d'entr�ee. Au �nal, 
haque


ouple 
orrespond �a une 
hâ�ne de symboles du 
ot d'entr�ee. Et 
'est 
e 
ouple qui est rajout�e au di
tionnaire et

qui est �emis sur le 
ot de sortie. Dans LZ78, au
une entr�ee du di
tionnaire n'est jamais d�etruite. Cela pr�esente

un avantage par rapport �a LZ77 dans la mesure o�u les 
hâ�nes de symboles qui se r�ep�etent pouvaient être

suÆsamment �eloign�ees pour ne pas faire partie de la même fenêtre 
oulissante. Dans 
e 
as, LZ77 ne pouvait

pas 
ompresser alors que LZ78 le peut. Par 
ontre, 
ela pr�esente un in
onv�enient majeur : le di
tionnaire a

tendan
e �a o

uper toute la m�emoire disponible.

Voyons maintenant 
omment fon
tionne pr�e
is�ement l'algorithme. Pour sto
ker le di
tionnaire, nous allons

utiliser un tableau (ve
teur) de 
ouples. Au d�ebut de l'algorithme, le tableau est vide, 
e qui repr�esente une 
hâ�ne

vide de symboles. Lorsque des symboles sont lus sur le 
ot d'entr�ee, des 
hâ�nes sont rajout�ees progressivement

au di
tionnaire en position 1, 2, 3, et
. Si le symbole a est lu sur le 
ot d'entr�ee, l'algorithme 
her
he dans le

di
tionnaire la 
hâ�ne <a>, 
'est-�a-dire la 
hâ�ne 
ompos�ee ex
lusivement du symbole a. Si au
une 
hâ�ne n'est

trouv�ee, on rajoute dans le di
tionnaire le 
ouple (0,a). 0 repr�esente un pointeur vers une 
hâ�ne de symboles,

en l'o

urren
e un 0 
orrespond �a un pointeur sur la 
hâ�ne vide, l'n0 du langage C. (0,a) repr�esente don
 la


on
at�enation de la 
hâ�ne vide ave
 la 
hâ�ne 
ompos�ee uniquement du symbole a, autrement dit, 
ela repr�esente

la 
hâ�ne <a>. Supposons maintenant que le symbole a avait �et�e trouv�e en position 12 dans le di
tionnaire, dans


e 
as on lit le pro
hain symbole sur le 
ot d'entr�ee, appelons-le b. On 
her
he maintenant dans le di
tionnaire la


hâ�ne <ab>. Si 
ette 
hâ�ne ne fait pas partie du di
tionnaire, on la rajoute grâ
e au 
ouple (12,b). (12,b) signi�e

la 
hâ�ne r�esultant de la 
on
at�enation de la 
hâ�ne se trouvant �a l'indi
e 12 du tableau (di
tionnaire) et de la


hâ�ne <b>. Puisqu'�a l'indi
e 12, on avait trouv�e la 
hâ�ne <a>, (12,b) repr�esente bien la 
hâ�ne <ab>. Si <ab>

avait �et�e trouv�ee dans le di
tionnaire on 
ontinuerait ave
 le pro
hain symbole du 
ot d'entr�ee, appelons-le 
,
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et on re
her
herait de la même mani�ere la 
hâ�ne <ab
>, et ainsi de suite jusqu'�a 
e qu'on ait lu la totalit�e du


ot d'entr�ee.

En g�en�eral, les premiers symboles lus sur le 
ot d'entr�ee deviennent des 
hâ�nes �a 1 symbole dans le di
-

tionnaire. Il n'y a alors pas de 
ompression de r�ealis�ee. Par 
ontre, au fur et �a mesure qu'on lit des symboles

sur le 
ot d'entr�ee, les 
hâ�nes de symboles 
ontenues dans le di
tionnaire deviennent de plus en plus longues

et on 
ommen
e �a avoir de la 
ompression. Voyons maintenant un exemple illustrant le fon
tionnement de

l'algorithme :

Exemple 7 : On va 
ompresser la 
hâ�ne :

<lest
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar
hitsei
hes.>.

Tout d'abord, on va partir d'un tableau (di
tionnaire) vide, et on va lire le premier symbole du 
ot

d'entr�ee, i
i un <l>. On re
her
he <l> dans le di
tionnaire.

�

Evidemment, on ne le trouve pas. On va

don
 ajouter un 
ouple (0,l) au tableau et �emettre 
e 
ouple sur le 
ot de sortie. On obtient don
 le

di
tionnaire suivant :

indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

0 null

1 (0,l) l

Le même 
ouple est �emis sur le 
ot de sortie. On lit maintenant sur le 
ot d'entr�ee le 
ara
t�ere <e>. L�a

en
ore, on le re
her
he dans le di
tionnaire mais on ne le trouve pas. On rajoute don
 au di
tionnaire

le 
ouple (0,e). Idem pour les 
ara
t�eres, s, t, 
, h, a et u. Apr�es avoir lu 
es 
ara
t�eres on obtient le

di
tionnaire suivant :

indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

0 null

1 (0,l) l

2 (0,e) e

3 (0,s) s

4 (0,t) t

5 (0,
) 


6 (0,h) h

7 (0,a) a

8 (0,u) u

On lit maintenant un <s> sur le 
ot d'entr�ee. On le re
her
he dans le di
tionnaire et on le trouve �a

l'indi
e 3. On va don
 lire le pro
hain 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee. C'est en
ore un <s>. On re
her
he

don
 maintenant dans le di
tionnaire la 
hâ�ne <ss>. On ne la trouve pas, don
 on va la rajouter au

di
tionnaire. Comment ? Simplement en 
on
at�enant la 
hâ�ne <s> qu'on avait trouv�e �a l'indi
e 3 ave
 la


hâ�ne <s> provenant du dernier 
ara
t�ere lu sur le 
ot d'entr�ee, 
e qui revient �a rajouter le 
ouple (3,s)

dans le di
tionnaire :

indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

0 null

1 (0,l) l

2 (0,e) e

3 (0,s) s

4 (0,t) t

5 (0,
) 


6 (0,h) h

7 (0,a) a

8 (0,u) u

9 (3,s) ss

On lit maintenant un <e> sur le 
ot d'entr�ee. On le re
her
he dans le di
tionnaire et on le trouve �a

l'indi
e 2. On lit le pro
hain 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee, 
'est un <t>. On re
her
he don
 maintenant

la 
hâ�ne <et> dans le di
tionnaire. On ne la trouve pas, don
 on la rajoute dans le di
tionnaire, i.e., on

rajoute le 
ouple (2,t) :
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indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

00 null

01 (0,l) l

02 (0,e) e

03 (0,s) s

04 (0,t) t

05 (0,
) 


06 (0,h) h

07 (0,a) a

08 (0,u) u

09 (3,s) ss

10 (2,t) et

On 
ontinue ainsi ave
 les 
ara
t�eres de la 
hâ�ne <testdetl'ar
hidu
he>, 
e qui nous donne le di
-

tionnaire suivant :

indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

00 null 11 (00,t) t

01 (00,l) l 12 (02,s) es

02 (00,e) e 13 (04,d) td

03 (00,s) s 14 (02,t) et

04 (00,t) t 15 (01,') l'

05 (00,
) 
 16 (07,r) ar

06 (00,h) h 17 (05,h) 
h

07 (00,a) a 18 (00,i) i

08 (00,u) u 19 (00,d) d

09 (03,s) ss 20 (08,
) u


10 (02,t) et 21 (06,e) he

On lit maintenant le 
ara
t�ere <s> sur le 
ot d'entr�ee. On le trouve �a l'indi
e 3 du tableau. On lit le

pro
hain 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee, i.e., �a nouveau un <s>. On re
her
he don
 maintenant la 
hâ�ne

<ss> dans le di
tionnaire. On la trouve �a l'indi
e 9. On lit le pro
hain 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee, 
'est

un <e>. L�a en
ore, on re
her
he la 
hâ�ne <sse> dans le di
tionnaire. On ne la trouve pas, on va don


la rajouter grâ
e au 
ouple (9,e). Et ainsi de suite. Quand on a lu tout le 
ot d'entr�ee on obtient le

di
tionnaire :

indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes indi
es 
ouples 
hâ�nes 
orrespondantes

00 null 19 (00,d) d

01 (00,l) l 20 (08,
) u


02 (00,e) e 21 (06,e) he

03 (00,s) s 22 (09,e) sse

04 (00,t) t 23 (04,s) ts

05 (00,
) 
 24 (00,o) o

06 (00,h) h 25 (00,n) n

07 (00,a) a 26 (11,t) tt

08 (00,u) u 27 (03,e) se

09 (03,s) ss 28 (18,
) i


10 (02,t) et 29 (21,s) hes

11 (00,t) t 30 (04,e) te

12 (02,s) es 31 (26,a) tta

13 (04,d) td 32 (00,r) r

14 (02,t) et 33 (17,i) 
hi

15 (01,') l' 34 (23,e) tse

16 (07,r) ar 35 (28,h) i
h

17 (05,h) 
h 36 (12,.) es.

18 (00,i) i
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Notons qu'�a 
haque fois que l'on a rajout�e un 
ouple au di
tionnaire, le même 
ouple �etait envoy�e sur le


ot de sortie. Autrement dit, on a envoy�e sur 
e dernier la s�equen
e : (0,l) (0,e) (0,s) (0,t) (0,
) (0,h)

(0,a) (0,u) (3,s) (2,t) (0,t) (2,s) (4,d) (2,t) (1,') (7,r) (5,h) (0,i) (0,d) (8,
) (6,e) (9,e) (4,s) (0,o) (0,n)

(11,t) (3,e) (18,
) (21,s) (4,e) (26,a) (0,r) (17,i) (23,e) (28,h) (12,.). �

Le prin
ipe de d�e
odage est similaire �a 
elui du 
odage : on lit un 
ouple sur le 
ot d'entr�ee. On �e
rit sur le


ot de sortie la 
hâ�ne point�ee par le premier �el�ement du 
ouple, puis le 
ara
t�ere 
orrespondant au deuxi�eme

�el�ement du 
ouple. En�n on rajoute 
e 
ouple au di
tionnaire. On re
ommen
e alors 
e pro
essus ave
 un autre


ouple du 
ot d'entr�ee.

En pratique, si l'on veut e�e
tuer des re
her
hes rapidement dans le di
tionnaire, la stru
ture en tableau n'est

pas adapt�ee. Il vaut mieux utiliser une stru
ture d'arbre : sur la �gure 
i-apr�es, le num�ero avant le unders
ore


orrespond �a l'indi
e dans le tableau 
i-avant. Cet unders
ore est suivi du 
ouple sto
k�e dans le tableau. L'arbre

est 
onstruit de telle sorte que le parent de 
haque noeud 
orresponde au premier �el�ement du 
ouple. Bien

�evidemment, en pratique, seuls des pointeurs seront utilis�es et on ne sto
kera pas un 
ouple, mais seulement

le deuxi�eme �el�ement du 
ouple. Un simple aper�
u de l'arbre montre que la re
her
he est bien plus rapide ave



ette stru
ture qu'ave
 un tableau.

Ainsi, l'ajout d'une phrase dans le di
tionnaire 
orrespond �a l'ajout d'une bran
he dans l'arbre. LZ78,

rappelons-le, ne 
onsid�ere que des ajouts et jamais de suppression. Bien �evidemment, 
omme la taille de la

m�emoire disponible n'est pas in�nie, 
elle-
i risque d'être 
ompl�etement satur�ee par l'algorithme. En fait, elle

le devient assez rapidement sauf quand on 
ompresse de tout petits �
hiers. Il faut don
 trouver un moyen de

limiter 
ette 
onsommation ex
essive de m�emoire. Comme LZ78 ne pr�e
ise pas 
omment le faire, di��erentes

te
hniques ont �et�e utilis�ees dans les logi
iels du 
ommer
e :

{ La plus simple des solutions est de geler le di
tionnaire �a partir d'un 
ertain point. Avant, le di
tionnaire

est don
 dynamique, ou en
ore adaptatif, et apr�es 
e point, il devient statique. C'est la m�ethode qu'utilise

en partie 
ompress, l'un des logi
iels que l'on trouve sous UNIX/Linux.

{ On peut d�etruire tout le di
tionnaire lorsque 
elui-
i a �et�e rempli au maximum et en re
onstruire un

nouveau en repartant d'un arbre vide. Cette solution revient �a s�eparer le �
hier d'entr�ee en blo
s, 
haque

blo
 ayant son propre di
tionnaire. C'est une bonne solution si les donn�ees du 
ot d'entr�ee varient beau
oup

d'un blo
 �a l'autre. Par 
ontre, si elles sont assez li�ees, on perd beau
oup en eÆ
a
it�e. Un autre avantage

de la m�ethode : elle est moins sensible aux erreurs de transmission. En e�et, supposons que l'on ait une

grosse ar
hive 
ompress�ee par blo
 ave
 LZ78. L'ar
hive est sto
k�ee sur disquette, mais, malheureusement,

lorsqu'on lit l'ar
hive, on s'aper�
oit que le troisi�eme se
teur de la disquette sur laquelle elle �etait sto
k�ee

est d�efe
tueux. Dans 
e 
as, tout le di
tionnaire risque d'être alt�er�e et don
 l'ar
hive risque de ne pas

pouvoir être d�e
ompress�ee du tout. Si l'on divise le 
ot d'entr�ee par blo
s, seul le di
tionnaire d'un blo


aura �et�e alt�er�e et on pourra r�e
up�erer tout le reste de l'ar
hive.

{ La derni�ere m�ethode, 
ertainement la plus eÆ
a
e en terme de taux de 
ompression mais aussi la plus

d�eli
ate �a r�ealiser, 
onsiste �a �eliminer les phrases les plus an
iennes du di
tionnaire.

�

A 
e jour, il n'existe

pas de bon algorithme pour r�ealiser 
ette op�eration.

Dans l'algorithme pr�sent�e dans la se
tion 3.6.2, j'ai 
hoisi de vider le di
tionnaire �a 
haque fois que 
elui-
i

�etait plein. Bien que 
e ne soit 
lairement pas la m�ethode la plus eÆ
a
e, elle permet d'obtenir des r�esultats

tout �a fait a

eptables, 
omme le montre le tableau suivant (taux de 
ompression global 36%) :



S
e


t
i
o
n
3
.
L
e
s
m
�
e
t
h
o
d
e
s
�
a
b
a
s
e
d
e
d
i


t
i
o
n
n
a
i
r
e
s

8
3

14_(2,  )

4_(0,  )

26_(11,  )

1_(0,l)

15_(1,’) 10_(2,t) 36_(12,.)

2_(0,e)

12_(2,s) 9_(3,s) 27_(3,e)

3_(0,s)

22_(9,e)

13_(4,d) 23_(4,s) 30_(4,e)

34_(23,e)

17_(5,h)

5_(0,c)

33_(17,i) 29_(21,s)

6_(0,h) 7_(0,a)

21_(6,e) 16_(7,r) 20_(8,c)

8_(0,u)

31_(26,a)

11_(0,t)

28_(18,c)

35_(28,h)

18_(0,i) 19_(0,d) 24_(0,o) 25_(0,n) 32_(0,r)

null

Fig. 9 { L'arbre-di
tionnaire de l'exemple 
i-dessus
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taille du �
hier taille du �
hier

nom du �
hier d'origine 
ompress�e par LZ78

deust.tex 3809 o
tets 2861 o
tets

se
tion1.tex 38142 o
tets 25253 o
tets

se
tion2.tex 33569 o
tets 22493 o
tets

se
tion3.tex 63915 o
tets 40478 o
tets

se
tion4.tex 68099 o
tets 42380 o
tets

se
tion5.tex 27463 o
tets 19163 o
tets

se
tion6.tex 68757 o
tets 42677 o
tets

se
tion7.tex 23096 o
tets 16277 o
tets

se
tion8.tex 43803 o
tets 27773 o
tets

se
tion9.tex 41920 o
tets 27128 o
tets

se
tion10.tex 47436 o
tets 30920 o
tets

se
tion11.tex 13442 o
tets 7994 o
tets

total 473451 o
tets 305397 o
tets

Tab. 14: Compression du 
ours de probabilit�e par l'algorithme LZ78

3.4 LZW

LZ78 a sus
it�e beau
oup d'engoûment, et de nombreuses variantes ont vu le jour. L'une des plus populaires

est 
ertainement LZW. Celle-
i a �et�e d�evelopp�ee en 1984 par T.A. Wel
h. Sa 
ara
t�eristique prin
ipale est

d'�eliminer le se
ond 
hamp dans les 
ouples LZ78. LZW n'�emet don
 que des pointeurs sur des phrases et jamais

de 
ara
t�ere.

�

Etrange non ? A�n de bien 
omprendre 
omment fon
tionne la m�ethode, nous allons supposer que

le di
tionnaire est sto
k�e sous la forme d'un tableau, 
omme au d�ebut de LZ78. Nous verrons par la suite


omment est e�e
tivement impl�ement�e le di
tionnaire dans LZW.

3.4.1 En
odage LZW

Sans plus attendre, arrêtons 
et insoutenable suspense et voyons le prin
ipe de LZW : au d�ebut de l'al-

gorithme, on initialise le di
tionnaire ave
 l'ensemble de toutes les phrases de 1 symbole. Si l'on travaille sur

des 
ara
t�eres, 
omme on le fait d'habitude, on initialise les 256 premi�eres entr�ees du di
tionnaire ave
 tous

les 
ara
t�eres possibles. L'en
odeur lit maintenant sur le 
ot d'entr�ee les symboles un �a un et les 
on
at�ene

pour former une 
hâ�ne de symboles que nous appellerons C. Apr�es l'ajout de 
haque symbole dans C, LZW

re
her
he dans le di
tionnaire s'il 
ontient 
ette nouvelle 
hâ�ne. Tant qu'elle appartient au di
tionnaire, on


ontinue �a lire des symboles sur le 
ot d'entr�ee et �a les 
on
at�ener �a C. Cependant, �a un 
ertain point, l'ajout

du symbole x �a C va faire que la 
hâ�ne Cx ne va pas appartenir au di
tionnaire. Dans 
e 
as, C appartient au

di
tionnaire, mais pas Cx. L'en
odeur �emet alors sur le 
ot de sortie l'index qui pointe sur la 
hâ�ne C dans le

di
tionnaire et il sauve la 
hâ�ne Cx �a la �n du di
tionnaire. En�n, l'en
odeur r�einitialise la 
hâ�ne C �a <x>.

Illustrons l'algorithme sur l'exemple de l'ar
hidu
hesse :

Exemple 8 : On veut don
 
ompresser ave
 LZW la 
hâ�ne :

<lest
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar
hitsei
hes>.

�

A l'initialisation de l'algorithme, les 256 premi�eres entr�ees du di
tionnaire sont remplies ave
 l'en-

semble de tous les 
ara
t�eres possibles :
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index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne

000 NUL 'n0' 102 f 116 t

001 SOH 103 g 117 u

002 STX 104 h 118 v

003 ETX 105 i 119 w

004 EOT 106 j 120 x

.

.

.

.

.

. 107 k 121 y

065 A 108 l 122 z

066 B 109 m 123 f

.

.

.

.

.

. 110 n 124 j

097 a 111 o 125 g

098 b 112 p 126 ~

099 
 113 q 127 DEL

100 d 114 r

.

.

.

.

.

.

101 e 115 s 255 255

La 
hâ�ne C est initialis�ee �a la 
hâ�ne vide. On peut maintenant lire le 
ot d'entr�ee. Le premier symbole

qu'on lit est un <l>. La nouvelle 
hâ�ne C est don
 : Cl = <l>. On re
her
he dans le di
tionnaire s'il

existe une entr�ee 
orrespondant �a 
ette 
hâ�ne. On la trouve �a l'indi
e 108. Puisqu'on l'a trouv�ee, on lit le

pro
hain symbole sur le 
ot d'entr�ee : un <e>. On re
her
he don
 maintenant si la 
hâ�ne <le> appartient

au di
tionnaire. Ce n'est pas le 
as, don
 on la rajoute �a la premi�ere pla
e disponible, 
'est-�a-dire �a

l'indi
e 256 du tableau. Le di
tionnaire devient don
 :

index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne

000 NUL 'n0' 103 g 117 u

001 SOH 104 h 118 v

002 STX 105 i 119 w

003 ETX 106 j 120 x

.

.

.

.

.

. 107 k 121 y

065 A 108 l 122 z

066 B 109 m 123 f

.

.

.

.

.

. 110 n 124 j

097 a 111 o 125 g

098 b 112 p 126 ~

099 
 113 q 127 DEL

100 d 114 r

.

.

.

.

.

.

101 e 115 s 255 255

102 f 116 t 256 le

On �emet sur le 
ot de sortie la valeur 108, 
'est-�a-dire le pointeur sur le dernier C trouv�e dans le

di
tionnaire avant l'ajout de <le>. Lorsque 108 a �et�e �emis, on r�einitialise C �a la valeur <e>, 
'est-�a-dire

le symbole qui avait fait �e
houer la re
her
he dans le di
tionnaire.

Ave
 C = <e>, on re
ommen
e le pro
essus. Dans le di
tionnaire, 
ette 
hâ�ne a pour indi
e 101. On

relit un 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee : 
'est un <s>. La 
hâ�ne <es> n'appartient pas au di
tionnaire. On

la rajoute don
 �a l'indi
e 257 du tableau et on �emet le nombre 101 sur le 
ot de sortie. La 
hâ�ne C est

alors r�einitialis�ee �a <s>, qui a pour indi
e 115. Le pro
hain symbole est un t, un espa
e. La 
hâ�ne <st>

n'appartient pas au di
tionnaire, on la rajoute don
 �a l'indi
e 258 du tableau et on �emet 115 sur le 
ot de

sortie. Ainsi, apr�es avoir lu sur le 
ot d'entr�ee la 
hâ�ne <lest
haussette>, on obtient le di
tionnaire

suivant :



Se
tion 3. Les m�ethodes �a base de di
tionnaires 86

index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne

000 NUL 'n0' 110 n 125 g

.

.

.

.

.

. 111 o

.

.

.

.

.

.

097 a 112 p 255 255

098 b 113 q 256 le

099 
 114 r 257 es

100 d 115 s 258 st

101 e 116 t 259 t


102 f 117 u 260 
h

103 g 118 v 261 ha

104 h 119 w 262 au

105 i 120 x 263 us

106 j 121 y 264 ss

107 k 122 z 265 se

108 l 123 f 266 et

109 m 124 j 267 te

De plus, on a d�ej�a �emis sur le 
ot de sortie la s�equen
e : 108 101 115 32 99 104 097 117 115 115 101 116.

On va maintenant lire le <s> �a la �n de <
haussettes>. C 
ontient la 
hâ�ne <e>. On re
her
he don


maintenant la 
hâ�ne <es>, que l'on trouve �a l'indi
e 257. On lit le 
ara
t�ere suivant sur le 
ot d'entr�ee,


'est un t. La 
hâ�ne <est> n'appartient pas au di
tionnaire, on la rajoute don
 �a l'indi
e 268, et on

�emet un 257 sur le 
ot de sortie. C est de plus r�einitialis�e �a <t> dont l'indi
e est 32. Et ainsi de suite.

�

A la �n on obtient le di
tionnaire suivant :

index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne

000 NUL 'n0' 111 o 255 255 271 et 287 nt

.

.

.

.

.

. 112 p 256 le 272 tl 288 tt

097 a 113 q 257 es 273 l' 289 tse

098 b 114 r 258 st 274 'a 290 ei

099 
 115 s 259 t
 275 ar 291 i


100 d 116 t 260 
h 276 r
 292 
hes

101 e 117 u 261 ha 277 
hi 293 ste

102 f 118 v 262 au 278 id 294 ett

103 g 119 w 263 us 279 du 295 ta

104 h 120 x 264 ss 280 u
 296 ar


105 i 121 y 265 se 281 
he 297 
hit

106 j 122 z 266 et 282 ess 298 tsei

107 k 123 f 267 te 283 set 299 i
h

108 l 124 j 268 est 284 ts

109 m 125 g 269 td 285 so

110 n

.

.

.

.

.

. 270 de 286 on

�

A la �n, on aura �emis en sortie la s�equen
e : 108 101 115 32 99 104 097 117 115 115 101 116 257 32 100

101 32 108 39 97 114 260 105 100 117 260 257 265 32 115 111 110 116 284 101 105 281 258 266 32 275

277 289 291 292 EOF. �

3.4.2 D�e
odage LZW

A�n de bien 
omprendre 
omment fon
tionne le d�e
odeur, rappelons les �etapes du 
odage : tout d'abord,

les 256 premi�eres entr�ees du di
tionnaire sont initialis�ees aux valeurs de tous les o
tets possibles. Ensuite, les

op�erations suivantes sont e�e
tu�ees :

1. on lit un symbole sur le 
ot d'entr�ee, appelons-le x

2. on re
her
he si la 
hâ�ne Cx appartient au di
tionnaire. Le 
as �e
h�eant, on rajoute x �a C, i.e., C := Cx,

et on revient �a l'�etape 1. Sinon on passe �a l'�etape 3.
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3. On rajoute dans le di
tionnaire la 
hâ�ne Cx. On �emet sur le 
ot de sortie l'indi
e qui pointe sur C dans

le di
tionnaire. On r�einitialise C �a x, i.e., C := x. On revient �a l'�etape 1.

Le d�e
odeur 
ommen
e de la même mani�ere que l'en
odeur : il remplit les 256 premi�eres entr�ees de son

di
tionnaire ave
 tous les o
tets possibles. Il lit alors les pointeurs sur le 
ot d'entr�ee et les utilise �a la fois pour

augmenter son di
tionnaire (de la même mani�ere que l'en
odeur) et pour �emettre des symboles sur son 
ot de

sortie. Il 
ommen
e par lire le premier pointeur sur son 
ot d'entr�ee. Celui-
i lui fournit l'indi
e d'une 
hâ�ne C.

On peut d�ej�a �emettre 
ette 
hâ�ne sur le 
ot de sortie. Pour bien faire, il faudrait aussi rajouter une 
hâ�ne du

style Cx au di
tionnaire de l'en
odeur. Malheureusement, on ne 
onnâ�t pas pour l'instant le x qu'il faudrait

rajouter. On va don
 sauvegarder la valeur de C pour le moment, disons dans une variable D, et 
ontinuer

l'algorithme. On lit maintenant le deuxi�eme pointeur sur le 
ot d'entr�ee, 
e qui nous fournit une nouvelle


hâ�ne C. Hola ! Stop ! rappelez-vous 
omment fon
tionne l'en
odeur, on est sûr que la premi�ere lettre de la

nouvelle 
hâ�ne C 
orrespond exa
tement au x qu'on attendait. On rajoute don
 au di
tionnaire la 
hâ�ne Dx.

On n'oublie pas d'�emettre la 
hâ�ne C sur le 
ot de sortie. On sauvegarde alors C : D := C, et on re
ommen
e

ainsi de suite jusqu'�a 
e qu'on ait lu tout le 
ot d'entr�ee.

Exemple 8 (suite) : Nous avions vu dans la sous-se
tion pr�e
�edente que la 
hâ�ne de 
ara
t�eres :

<lest
haussettestdetl'ar
hidu
hessetsonttsei
hestettar
hitsei
hes>

�etait 
ompress�ee de la mani�ere suivante par LZW : 108 101 115 32 99 104 097 117 115 115 101 116 257

32 100 101 32 108 39 97 114 260 105 100 117 260 257 265 32 115 111 110 116 284 101 105 281 258 266 32

275 277 289 291 292 EOF. Notre mission, que nous a

eptons, 
onsiste maintenant �a d�e
oder 
e message.

Au d�ebut de l'algorithme, nous 
onstruisons un di
tionnaire qui 
ontient les 256 o
tets :

index 
hâ�ne index 
hâ�ne index 
hâ�ne

000 NUL 'n0' 102 f 116 t

001 SOH 103 g 117 u

002 STX 104 h 118 v

003 ETX 105 i 119 w

004 EOT 106 j 120 x

.

.

.

.

.

. 107 k 121 y

065 A 108 l 122 z

066 B 109 m 123 f

.

.

.

.

.

. 110 n 124 j

097 a 111 o 125 g

098 b 112 p 126 ~

099 
 113 q 127 DEL

100 d 114 r

.

.

.

.

.

.

101 e 115 s 255 255

On peut maintenant lire le premier indi
e sur le 
ot d'entr�ee : 108. Dans notre di
tionnaire, 108


orrespond �a un <l>. On �emet don
 
e 
ara
t�ere sur le 
ot de sortie et on sauvegarde <l> dans D.

Deuxi�eme pointeur : 101, qui 
orrespond �a la 
hâ�ne C = <e> dans le di
tionnaire. Le premier 
ara
t�ere

de 
ette 
hâ�ne est un <e>, don
 Dx = <le>. C'est 
ette 
hâ�ne que l'on doit sauvegarder dans le

di
tionnaire, �a la premi�ere pla
e disponible, 
'est-�a-dire 256. Remarquons que 
ela 
orrespond exa
tement

au di
tionnaire qu'on avait 
r�e�e lors de l'en
odage. On �emet la 
hâ�ne C, i.e., <e>, sur le 
ot de sortie.

On sauvegarde 
ette 
hâ�ne dans D : D = <e>. Le pro
hain indi
e est 115, 
e qui 
orrespond �a C = <s>.

On rajoute don
 �a D le premier 
ara
t�ere de C, �a savoir <s>, 
e qui nous donne D = <es>, et on sauve


ette 
hâ�ne dans le di
tionnaire. L�a en
ore, on remarque que l'on re
onstitue exa
tement le di
tionnaire

que l'on avait 
onstruit lors de l'en
odage. On �emet C sur le 
ot de sortie et on le sauvegarde dans D :

D = C. Et ainsi de suite. Remarquons que les 
hâ�nes �emises sur le 
ot de sortie forment la 
hâ�ne <les>,

qui 
orrespond bien au d�ebut de la phrase 
ompress�ee. �



Se
tion 3. Les m�ethodes �a base de di
tionnaires 88

3.4.3 Sto
kage du di
tionnaire

Jusqu'�a maintenant, nous avons suppos�e que le di
tionnaire �etait en fait un tableau, qui grossissait au fur et �a

mesure que l'on avan�
ait dans l'algorithme. On voit bien que, 
omme dans LZ78, il est beau
oup plus int�eressant

d'utiliser une stru
ture d'arbre. D'abord par
e que les re
her
hes en sont fa
ilit�ees et sont plus rapides. Ensuite

par
e que, si l'on utilise une stru
ture d'arbre, on n'a �a sto
ker dans les noeuds qu'un seul 
ara
t�ere, alors que

la stru
ture en tableau n�e
essite de sto
ker des phrases de longueurs variables.

Une stru
ture d'arbre est don
 tout �a fait indiqu�ee pour sto
ker le di
tionnaire. Les noeuds de 
et arbre

peuvent avoir de 0 �a 256 �ls. A�n de ne pas saturer la m�emoire, il faut don
 pr�evoir un m�e
anisme permettant

de n'avoir pas �a r�eserver automatiquement de la pla
e pour 
es 256 �ls potentiels. Une m�ethode possible serait

de sto
ker les �ls dans une liste 
hâ�n�ee. Mais les pointeurs n�e
essaires au 
hâ�nage prennent beau
oup trop de

pla
e. Il faudrait don
 trouver une autre stru
ture. Celle-
i existe et s'appelle une table de ha
hage.

L'id�ee est d'utiliser un tableau pour sto
ker l'arbre. Chaque �el�ement de 
e tableau 
ontient deux 
hamps :

(1) le symbole qu'on aurait sto
k�e dans le noeud de l'arbre et (2) un pointeur vers son parent dans l'arbre.

Supposons par exemple que nous ayons l'arbre suivant :

acbabb acc

ab ac

abbc

a

bac

ba

b

cc

c

null

Alors, on peut sauvegarder 
et arbre dans le tableau suivant :

index pointeur sur parent symbole 
hâ�ne 
orrespondante

000 000 null null

.

.

.

.

.

.

.

.

.

097 000 a a

098 000 b b

099 000 
 


.

.

.

.

.

.

.

.

.

255 000 255 255

256 097 b ab

257 098 a ba

.

.

.

.

.

.

.

.

.

270 257 a ba


271 099 
 



272 097 
 a


273 256 b abb

274 272 b a
b

275 273 
 abb


276 272 
 a



Pour remonter dans l'arbre, il suÆt d'utiliser le 
hamp <pointeur sur parent>. Pour des
endre dans l'arbre

d'un noeud vers son �ls, on utilise une fon
tion de ha
hage : le pointeur du noeud et le symbole du �ls sont

ha
h�es pour obtenir l'index 
orrespondant au �ls. Supposons par exemple que la 
hâ�ne <abb> appartienne d�ej�a

au di
tionnaire, le <a> �etant sto
k�e �a l'index 97, la 
hâ�ne <ab> �a l'index 256 et la 
hâ�ne <abb> �a l'index 273.

On veut a

�eder �a la 
hâ�ne <abb
> et on se trouve pour l'instant �a la ra
ine de l'arbre. On ha
he le pointeur sur

null ave
 la lettre <a>, on obtient alors l'index 
orrespondant �a la 
hâ�ne <a>, 
'est-�a-dire 97. On va maintenant

ha
her 97 et <b> a�n d'obtenir l'index 
orrespondant �a 
hâ�ne <ab>. On obtient alors 256. On re
ommen
e :

on ha
he 256 ave
 <b> pour obtenir l'index 
orrespondant �a <abb>. On obtient alors le num�ero 273. Et ainsi

de suite.

Supposons maintenant que la 
hâ�ne <abb
> n'appartienne pas au di
tionnaire et que nous voulions la
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rajouter. Le paragraphe pr�e
�edent nous a permis d'a

�eder �a son noeud p�ere, 
'est-�a-dire <abb>. A�n d'obtenir

l'index 
orrespondant �a <abb
>, on va ha
her 273 et <
>. On obtient par exemple le num�ero 275. Plusieurs

possibilit�es s'o�rent �a nous :

1. 275 est l'index d'une 
ase non en
ore utilis�ee du tableau. Dans 
e 
as, pas de probl�eme, on met �a jour


ette 
ase ave
 les informations : pointeur sur parent = 273 et symbole = <
>.

2. 275 
ontient d�ej�a un noeud dont le parent est 273 et dont le symbole est <
>. Dans 
e 
as, on n'a rien �a

faire.

3. 275 
ontient un autre noeud. Cela peut arriver si le ha
hage d'un autre pointeur ave
 un autre symbole

avait d�ej�a eu pour r�esultat l'index 275. C'est 
e qu'on appelle une 
ollision. Dans 
e 
as, on va ins�erer

le 
ouple (273, <
>) dans la premi�ere 
ase suivante qui est inutilis�ee. Si toutes les 
ases suivantes sont

utilis�ees, on revient au d�ebut du tableau et on le par
ourt jusqu'�a obtenir une 
ase vide.

En pratique, le probl�eme des 
ollisions nous oblige �a avoir trois 
hamps dans les 
ases du tableau :

1. le pointeur sur le parent ;

2. l'index obtenu par la fon
tion de ha
hage ;

3. le symbole du noeud.

Le deuxi�eme 
hamp est n�e
essaire pour être 
ertain d'a

�eder au bon �el�ement du tableau. En e�et, supposons

que l'on ait le tableau suivant :

index pointeur sur parent symbole 
hâ�ne 
orrespondante

263 097 b ab

264 256 d 
d

265 263 e abe

On veut rajouter la 
hâ�ne <abd>. La fon
tion de ha
hage nous fournit l'index 264. Malheureusement, 
ette


ase est d�ej�a o

up�ee et la premi�ere 
ase vide se trouve en 266. On �e
rit don
 <abd> en 266. Si on re
her
he


ette 
hâ�ne par la suite, la fon
tion de ha
hage nous donnera l'index 264. Il ne suÆra alors pas de re
her
her

�a partir de 264 les 
ases dont le pointeur sur parent est 263 pour trouver la bonne 
hâ�ne. De même, il ne

suÆt pas de re
her
her les 
ases dont le symbole est un <d>. Si l'on omet le deuxi�eme 
hamp, on doit alors

faire beau
oup trop de 
omparaisons lors des re
her
hes et 
ela nuit gravement �a la rapidit�e d'ex�e
ution du


ompresseur. Illustrons le pro
�ed�e de re
her
he/insertion sur un petit exemple :

Exemple 9 : Supposons que l'on veuille 
ompresser la 
hâ�ne <ababab. . .>. Nous allons utiliser la stru
ture de

di
tionnaire suivante :

typedef stru
t f

unsigned int parent;

unsigned int index;

unsigned 
har symbole;

g di
o;

Au d�ebut de la 
ompression, on s'alloue un tableau de type di
o de taille 
e que l'on veut. Appelons di
t


e tableau. Normalement, on devrait allouer les 
ases 
orrespondant aux 256 o
tets possibles. I
i, pour

simpli�er un peu, 
omme on n'a que deux lettres dans l'alphabet, a et b, on n'initialisera que deux 
ases,

et on supposera que la fon
tion de ha
hage pour 
es deux lettres donnera respe
tivement les indi
es 1

et 2 du tableau. Toutes les autres 
ases du tableau seront marqu�ees 
omme non utilis�ees. On part don


d'un tableau de la forme :

parent 0 0 / / / � � �

index 1 2 - - - � � �

symbole a b � � �

L'initialisation de l'algorithme est termin�ee. On peut maintenant 
ommen
er �a lire les symboles sur le 
ot

d'entr�ee. Le premier de 
es messieurs est un <a>. On le sto
ke dans une variable, appelons-la C. En fait,


e qui est r�eellement sto
k�e, 
e n'est pas <a> mais la valeur de son index, 
'est-�a-dire 1. Par 
ons�equent,

C = 1. Puisque 
'est le premier symbole, l'en
odeur supposera qu'il appartient au di
tionnaire et don


ne le re
her
hera pas.
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Passons maintenant au deuxi�eme symbole. C'est un <b>. Sto
kons l'index de 
e symbole dans une

variable D. D'apr�es notre di
tionnaire, D = 2. L'en
odeur doit maintenant re
her
her si la 
hâ�ne <ab>

appartient au di
tionnaire. Pour 
ela, il va 
al
uler pointeur := hash(C,D), 
'est-�a-dire qu'il 
al
ule

grâ
e �a la fon
tion de ha
hage l'index o�u devrait se trouver la 
hâ�ne <ab>. Remarquez que la fon
tion

ha
he le pointeur sur la derni�ere 
hâ�ne lue sur le 
ot d'entr�ee (C) ave
 le symbole du dernier 
ara
t�ere lu

(D). Supposons que l'on ait obtenu pointeur := 5. L'en
odeur va maintenant regarder s'il peut trouver

la 
hâ�ne �a l'indi
e 5 du tableau. Cette 
ase est marqu�ee 
omme ino

up�ee. Par 
ons�equent, on sait que

le di
tionnaire ne 
ontient pas <ab>. L'en
odeur va don
 rajouter 
ette 
hâ�ne :

parent 0 0 / / 1 � � �

index 1 2 - - 5 � � �

symbole a b b � � �

Le 
ontenu de la 
ase 5 est obtenu grâ
e aux instru
tions suivantes :

di
t[pointeur℄.parent := C ;

di
t[pointeur℄.index := pointeur;

di
t[pointeur℄.symbole := D ;

Dans LZW, lorsqu'une 
hâ�ne est ins�er�ee dans le di
tionnaire, le pointeur C est r�einitialis�e �a la valeur du

dernier symbole de 
ette 
hâ�ne. Cela revient �a e�e
tuer l'op�eration C := D. Par 
ons�equent, maintenant,

C est �egal �a 2. On peut lire le pro
hain symbole sur le 
ot d'entr�ee. C'est un <a>. Don
 D prend la

valeur 1, 
'est-�a-dire la valeur de l'index de <a>. L'en
odeur doit maintenant re
her
her la 
hâ�ne <ba>,

dont l'index est d�etermin�e par l'appel �a la fon
tion de ha
hage : pointeur := hash(C,D) = hash(2,1).

Supposons que le r�esultat soit �egal �a 8. Cette 
ase �etant ino

up�ee, on sait que la 
hâ�ne <ba> n'appartient

pas au di
tionnaire. On va don
 la remplir :

di
t[pointeur℄.parent := C = 2 ;

di
t[pointeur℄.index := pointeur = 8 ;

di
t[pointeur℄.symbole := D = 1 ;

On obtient alors le di
tionnaire suivant :

parent 0 0 / / 1 / / 2 � � �

index 1 2 - - 5 - - 8 � � �

symbole a b b a � � �

La 
hâ�ne <ba> ayant �et�e sauv�ee dans le di
tionnaire, il faut r�einitialiser C �a la valeur de <a>, 
'est-�a-

dire 1. On a don
 C = 1 et, 
omme le nouveau 
ara
t�ere sur le 
ot d'entr�ee est un <b>, on a D = 2.

L'en
odeur doit don
 re
her
her la 
hâ�ne <ab> dans le di
tionnaire, autrement dit, la 
hâ�ne dont l'index

devrait être pointeur := hash(1,2), dont le r�esultat est 5 
omme nous l'avions vu. Dans 
ette 
ase,

on a di
t[5℄.index = 5, par 
ons�equent, la 
hâ�ne <ab> appartient d�ej�a au di
tionnaire. On peut don



ontinuer ave
 C = 5.

Lisons maintenant le 
inqui�eme symbole du 
ot d'entr�ee. C'est un <a>. Don
 D = 1. L'en
odeur

doit maintenant re
her
her la 
hâ�ne <aba> dans le di
tionnaire, autrement dit, il doit examiner la 
ase

d'index : pointeur := hash(5,1). Supposons que pointeur soit �egal �a 8. Dans 
e 
as, il y a 
ollision


ar 
ette 
ase est o

up�ee, mais pas par <aba> (on s'en aper�
oit 
ar di
t[8℄.parent 6= 5). On va alors

essayer de voir si <aba> ne pourrait pas se trouver plus loin dans le di
tionnaire, �a l'index 9, puis en 10,

et
, jusqu'�a 
e qu'on le trouve ou que l'on arrive sur une 
ase non o

up�ee. C'est pr�e
is�ement le 
as de la


ase 9. Cela veut dire que <aba> n'appartient pas au di
tionnaire. On peut don
 la rajouter �a l'index 9.

D'o�u le di
tionnaire :

parent 0 0 / / 1 / / 2 5 � � �

index 1 2 - - 5 - - 8 8 � � �

symbole a b b a a � � �

Comme la 
hâ�ne vient d'être sauvegard�ee dans le di
tionnaire, on doit r�einitialiser C �a la valeur du

dernier symbole de la 
hâ�ne, autrement dit a. Par 
ons�equent, on 
ontinue la le
ture du 
ot d'entr�ee

ave
 C = 1. Et ainsi de suite. �

Le d�e
odage est beau
oup plus simple. Comme dans la stru
ture di
o, on sto
ke le pointeur sur le parent

des noeuds, il est fa
ile de remonter d'un noeud vers la ra
ine. Cela permet de re
onstituer des phrases dans
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l'ordre inverse de leur apparition dans le texte d'origine (le texte non 
ompress�e). En sto
kant les symboles des

noeuds dans une pile LIFO, les d�epilements re
onstituent la phrase d'origine et peuvent don
 être envoy�es par

le d�e
odeur sur le 
ot de sortie.

3.5 Quelques logi
iels de 
ompression 
lassiques

Les algorithmes que nous avons vu jusqu'�a maintenant, qu'ils soient statistiques ou �a base de di
tionnaires,

sont largement utilis�es dans les logi
iels que l'on trouve dans le 
ommer
e. Pour �nir 
ette se
tion, et avant de

voir 
omment sont 
ompress�ees les images (GIF et JPEG), faisons un bref tour d'horizon de quelques logi
iels

de 
ompression 
lassiques.

3.5.1 
ompress

Dans le monde UNIX/Linux s�evissent quelques logi
iels de 
ompression de donn�ees dont 
ompress (vous

savez les extensions .Z). Cet utilitaire emploie un algorithme �a base de di
tionnaire appel�e LZC. En fait, LZC

est une variante de LZW ave
 un di
tionnaire dont la taille peut augmenter. Plus pr�e
is�ement, la taille du

di
tionnaire au d�ebut de la 
ompression est de 2

9

= 512 entr�ees. Comme dans LZW, les 256 premi�eres entr�ees


orrespondent �a l'ensemble des 
hâ�nes de 1 symbole. Tant que le di
tionnaire n'est pas rempli, on lui rajoute des


hâ�nes exa
tement 
omme on le fait dans LZW. De plus, des pointeurs sur 9 bits sont �emis sur le 
ot de sortie.

Si le di
tionnaire se remplit totalement, alors sa taille est doubl�ee, 
'est-�a-dire qu'on passe �a un di
tionnaire

ayant 1024 entr�ees. Tant que 
es 1024 entr�ees ne sont pas remplies, on �emet sur le 
ot de sortie des pointeurs de

10 bits. Lorsque 
e nouveau di
tionnaire est plein, on redouble �a nouveau la taille du di
tionnaire. Et ainsi de

suite jusqu'�a 
e que l'on atteigne une taille de 2

16

= 65536 entr�ees. L�a, on �ge le di
tionnaire. Celui-
i devient

don
 statique pour tout le reste de la 
ompression.

3.5.2 Zip et Gzip

Ces deux programmes impl�ementent l'algorithme appel�e <de
ation> qui 
ombine une variante de LZ77 en

premi�ere passe ave
 une m�ethode de Hu�man en deuxi�eme passe.

Plus pr�e
is�ement, la premi�ere passe utilise une fenêtre 
oulissante, dont la fenêtre di
tionnaire est de 32Ko

et la fenêtre �a 
ompresser de 258 o
tets. Quand une 
hâ�ne est trouv�ee dans le di
tionnaire, un 
ouple de la

forme (distan
e, longueur) est �emis sur le 
ot de sortie (en fait le 
ot d'entr�ee de la deuxi�eme passe). Dans le


as 
ontraire, 
'est une s�equen
e d'o
tets non 
ompress�es qui est �emise.

Le sto
kage du di
tionnaire se fait grâ
e �a une table de ha
hage. Plus pr�e
is�ement, toutes les 
hâ�nes de

longueur 3 du 
ot d'entr�ee sont ins�er�ees dans la table de ha
hage. Une fon
tion de ha
hage permet de 
al
uler un

index sur les trois pro
hains o
tets. Si la 
ase 
orrespondante dans la table n'est pas vide, toutes les 
hâ�nes de

la table de ha
hage sont 
ompar�ees �a la 
hâ�ne 
ourante du 
ot d'entr�ee et 
'est 
elle qui est identique et qui est

la plus longue qui est s�ele
tionn�ee (
'est vraiment du LZ77). La table de ha
hage est par
ourue en 
ommen�
ant

par les 
hâ�nes les plus r�e
entes de mani�ere �a obtenir les 
hâ�nes �a la plus petite distan
e possible. Cela permet

en e�et de 
ompresser en
ore mieux quand on utilise Hu�man. Les 
hâ�nes qui sont trop vieilles sont e�a
�ees

progressivement de la table de ha
hage (de mani�ere �a simuler la fenêtre 
oulissante). De plus, a�n d'�eviter

des temps d'ex�e
ution trop prohibitifs, les 
hâ�nes <tr�es longues> de la table de ha
hage sont arbitrairement

tronqu�ees �a une 
ertaine longueur, longueur qui est d�etermin�ee grâ
e aux options pass�ees au d�emarrage de zip

ou de gzip (par exemple zip �1 �a zip �9). Cons�equen
e : <de
ation> ne peut pas toujours trouver la 
hâ�ne

r�eellement la plus longue. En prin
ipe, 
ela suÆt toutefois pour obtenir un taux de 
ompression relativement

raisonnable.

�

A l'issue de la premi�ere passe, Zip et Gzip e�e
tuent une nouvelle 
ompression �a base d'arbres de Hu�man.

Plus pr�e
is�ement, les o
tets non 
ompress�es et les longueurs des 
hâ�nes trouv�ees dans le di
tionnaire (se
ond

�el�ement des 
ouples issus de la variante de LZ77) sont 
ompress�es grâ
e �a un arbre de Hu�man, tandis que les

distan
es (premier �el�ement des 
ouples LZ77) sont 
ompress�ees ave
 un autre arbre de Hu�man. Le 
ot d'entr�ee

de la deuxi�eme passe est s�epar�e en blo
s par l'en
odeur. Leur taille est arbitraire sauf pour 
ertains blo
s non


ompressibles qui sont limit�es �a 64Ko. La �n d'un blo
 est d�etermin�ee lorsque l'algorithme <de
ation> pense

qu'il serait int�eressant de 
r�eer un nouveau blo
 ave
 un nouvel arbre de Hu�man. Les arbres de Hu�man sont

ind�ependants d'un blo
 �a l'autre et sont sto
k�es sous forme 
ompa
te en d�ebut de 
haque blo
.
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3.5.3 ARC et PKar


ARC et PKar
 utilisent tous les deux les mêmes m�ethodes de 
ompression. Sans rentrer dans le d�etail, ARC

permet plusieurs types de 
ompression :

1. pas de 
ompression (
'est une m�ethode obsol�ete). Ce n'est pas abh�errant de trouver 
ela 
ar ARC n'a pas

seulement pour mission de 
ompresser, il a aussi une mission d'ar
hivage.

2. Stored : le �
hier est simplement 
opi�e sur le 
ot de sortie sans r�ealiser de 
ompression.

3. Pa
ked : les 
odes ASCII sont �emis sur le 
ot de sortie sur sept bits au lieu de huit.

4. Squeezed : D'abord on e�e
tue du pa
king (don
 mise sur 7 bits au lieu de 8) puis on e�e
tue une m�ethode

de Hu�man.

5. Crun
hed : pas de pa
king mais utilisation de LZW ave
 un di
tionnaire statique et �emission sur 12 bits

(obsol�ete).

6. Crun
hed : pa
king puis LZW statique sur 12 bits(obsol�ete).

7. Crun
hed : pa
king puis LZW ave
 utilisation d'un algorithme de ha
hage plus rapide que pr�e
�edemment

(obsol�ete).

8. Crun
hed : pa
king puis utilisation d'une variante dynamique de LZW. Les 
odes LZW ont au d�ebut

une taille de 9 bits et au fur et �a mesure que le di
tionnaire se remplit, leur taille augmente jusqu'�a un

maximum de 12 bits. Des remises �a z�ero du di
tionnaire peuvent être e�e
tu�ees.

9. Squashed : pas de pa
king mais 
ompression ave
 un LZW dynamique. La taille des 
odes LZW varie de

9 bits �a 13 bits.

�

Eventuellement, des remises �a z�ero du di
tionnaire peuvent être e�e
tu�ees.

3.5.4 les utilitaires Pk (PKZip, PKLite, et
)

La famille des PK (PKZip, PKLite, PKUnzip) utilise elle aussi di��erents modes de 
ompression :

1. Shrinking : Cette m�ethode utilise une version dynamique de LZW, ave
 mise �a jour partielle du di
tionnaire.

Les 
odes LZW ont une taille allant de 9 �a 13 bits. Cette taille est d�etermin�ee par le 
ompresseur et varie

de temps en temps. Quand l'en
odeur d�e
ide une augmentation de la taille, il �emet la s�equen
e 256,1.

Ce signal avertit le d�e
odeur qu'il doit faire de même. Quand le di
tionnaire est rempli, 
elui-
i n'est pas

e�a
�e enti�erement. Plutôt, seules les feuilles du di
tionnaire le sont. L'en
odeur �emet alors la s�equen
e

256,2 a�n que le d�e
odeur puisse pro
�eder de même. La taille du 
ode LZW n'a pas alors �a être augment�ee.

2. Redu
ing : Cette m�ethode fon
tionne en deux �etapes : tout d'abord une passe RLE est e�e
tu�ee. Ensuite,


'est une m�ethode statistique qui est utilis�ee pour �nir la 
ompression.

3. Imploding : L�a en
ore, on a une 
ombinaison de deux m�ethodes : la premi�ere �etape 
onsiste �a �eliminer

les s�equen
es de 
ara
t�eres qui se r�ep�etent en utilisant une fenêtre 
oulissante (un di
tionnaire de 4Ko

ou 8Ko).

�

A l'issue de 
ette �etape, on obtient soit des o
tets non 
ompress�es, soit des 
ouples (distan
e,

longueur) lorsque l'on a trouv�e des 
hâ�nes dans le di
tionnaire. La se
onde �etape 
ompresse les o
tets

non 
ompress�es, les distan
es et les longueurs en utilisant un algorithme de Shannon-Fano (une variante

de Hu�man) sur 
ha
un d'eux.

3.5.5 LHA et LHAr


ICE, LHAr
 et LHA sont des logi
iels �e
rits par Haruyasu Yoshizaki. Ils utilisent tous une m�ethode de

Hu�man adaptative 
onjugu�ee ave
 une variante de LZSS.
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3.6 Algorithmes en langage C

3.6.1 LZ77

/* =========================================================================================================== */

/* === CG - prog-se
3-LZ77.
 - version du 19/9/2001 === */

/* === realise l'algorithme LZ77 tel que de
rit dans la se
tion 3. === */

/* === la fenetre 
oulissante est geree gra
e a un tableau 
ir
ulaire. === */

/* =========================================================================================================== */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <string.h>

#define SEARCH_BUFFER_SIZE 16384 /* la fenetre di
tionnaire 
ontient au plus 65536 
ara
teres */

#define LOOK_BUFFER_SIZE 256 /* nombre de 
ara
teres max de la fenetre a 
ompresser */

#define BUFFER_SIZE (SEARCH_BUFFER_SIZE + LOOK_BUFFER_SIZE)

/* petite ma
ro pour faire des operations modulo BUFFER_SIZE */

#define op(x) (x >= BUFFER_SIZE ? (x) - BUFFER_SIZE : (x < 0 ? (x) + BUFFER_SIZE : (x)))

/* =========================================================================================================== */

/* === stru
ture permettant de sto
ker un tableau 
ir
ulaire. === */

/* =========================================================================================================== */

typedef stru
t {

unsigned 
har *array; /* le tableau */

int sear
h_begin; /* l'index du premier 
ara
tere de la fenetre di
tionnaire */

int look_begin; /* l'index du premier 
ara
tere de la fenetre a 
ompresser. Normalement, 
e */

/* 
ara
tere se trouve juste a droite du dernier 
ara
tere de la fenetre di
o. */

/* lorsque look_begin == sear
h_begin, le di
tionnaire est vide. */

int look_end; /* l'index du premier 
ara
tere apres la fenetre a 
ompresser. */

int look_size; /* taille de la fenetre a 
ompresser */

} window;

/* =========================================================================================================== */

/* === prototypes des fon
tions 
ontenues dans 
e fi
hier. === */

/* =========================================================================================================== */


har *useful_index_bytes(int nb);

window *allo
ate_window(int size);

void free_window(window *win);

void look_for_string(window *win, int *index, int *string_size);

void advan
e_window(window *win, int nb_
har);

void read_to_window(window *win, FILE *filein, int nb_
har);

void 
ompresse(
har *filenamein, 
har *filenameout);

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante retourne un tableau de booleens indiquant quels o
tets de l'int sont === */

/* === ne
essaires pour sto
ker l'entier et quels o
tets ne servent a rien. On a besoin de 
ette fon
tion === */

/* === pour que le programme fon
tionne sur n'importe quelle ar
hite
ture (small endian, big endian, et
). === */

/* =========================================================================================================== */


har *useful_index_bytes(int nb)

{

int i, nb_de
al;


har *tab, *o
tet;

/* on 
ommen
e par transformer nb en le plus petit nombre nb' de la forme 2^x - 1 tel que nb' >= nb */

for (i=0, nb--, nb_de
al=0; nb != 0 && i<sizeof(int) * 8; i++, nb >>= 1, nb_de
al++);

for (i=0, nb=0; i<nb_de
al; i++, nb = (nb << 1) + 1);

/* maintenant on alloue le tableau de booleens (en fait des 
har a 1=true ou 0=false */

tab=mallo
(sizeof(int));

if (tab == NULL)

{

fprintf(stderr, "useful_index_bytes : allo
ation memoire impossible\n");

return NULL;

}

/* on remplit tab : il suffit de mettre des 1 sur les o
tets != 0 et 0 sur les autres */

for (i=0, o
tet=(
har*)&nb; i<sizeof(int); i++, o
tet++)

if (*o
tet) tab[i℄ = 1;

else tab[i℄ = 0;

return tab;

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === 
ette fon
tion alloue une stru
ture de fenetre 
ir
ulaire (fenetre di
tionnaire + fenetre a === */

/* === 
ompresser) et la renvoie. === */

/* =========================================================================================================== */

window *allo
ate_window(int size)

{

window *win;

/* on teste si la taille de la fenetre est 
orre
te */

if (size <= 0)

{

fprintf(stderr, "allo
ate_window :impossible d'allouer une fenetre ");

fprintf(stderr, "de taille negative ou nulle\n");

return NULL;

}

/* on alloue la fenetre et le tableau */

win = (window *) mallo
(sizeof(window));

if (win == NULL)

{

fprintf(stderr, "allo
ate_window : allo
ation memoire impossible\n");

return NULL;

}

win->array = (unsigned 
har *) mallo
(size);

if (win->array == NULL)

{

free(win);

fprintf(stderr, "allo
ate_window : allo
ation memoire impossible (2)\n");

return NULL;

}

/* remplissage des 
hamps de la stru
ture et retour de la fon
tion */

win->sear
h_begin = 0;

win->look_begin = 0;

win->look_end = 0;

win->look_size = 0;

return win;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === 
ette fon
tion desalloue une fenetre 
ir
ulaire. === */

/* =========================================================================================================== */

void free_window(window *win)

{

if ((win != NULL) && (win->array != NULL))

free (win->array);

if (win != NULL)

free (win);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === 
ette fon
tion 
her
he dans la fenetre di
tionnaire la plus longue 
haine prefixe de la fenetre === */

/* === a 
ompresser. Si au
une 
haine n'est trouvee, elle affe
te 0 a index et 0 a string_size, sinon, === */

/* === elle affe
te a index l'index du 1er 
ara
tere de la 
haine prefixe et a string_size la taille de === */

/* === la 
haine prefixe, 
omme indique dans le 
ours. === */

/* =========================================================================================================== */

void look_for_string(window *win, int *index, int *string_size)

{

int sear
h_index, look_index, ind, ind1, ind2;

int unmat
h, nb;

/* on balaye la fenetre di
tionnaire */

for(sear
h_index = op(win->look_begin-1), look_index = win->look_begin, *string_size = 1, *index = -1, ind=0;

sear
h_index != op(win->sear
h_begin-1); sear
h_index = op(sear
h_index-1), ind++)

{

/* on regarde si la 
haine partant de sear
h_index est une 
haine prefixe de la fenetre a 
ompresser */

for (unmat
h=0, nb=0, ind1=sear
h_index, ind2=look_index;

!unmat
h && ind2!=win->look_end; ind1=op(ind1+1), ind2=op(ind2+1), nb++)

if (win->array[ind1℄ != win->array[ind2℄) unmat
h = 1;

/* on a trouve une plus grande 
haine prefixe => on sauvegarde sa pla
e et sa longueur */

if (nb > *string_size)

{

*index = ind;

*string_size = nb - 1;

}
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}

if (*index == -1)

{

*index = 0;

*string_size = 0;

}

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante depla
e la fenetre di
tionnaire de nb_
har. ATTENTION : elle ne met pas a jour === */

/* === de maniere 
orrespondante la fenetre a 
ompresser. === */

/* =========================================================================================================== */

void advan
e_window(window *win, int nb_
har)

{

int sear
h_size, nb_add;

/* on 
al
ule la taille de la fenetre di
tionnaire a
tuelle. */

if (win->look_begin < win->sear
h_begin)

sear
h_size = BUFFER_SIZE + win->look_begin - win->sear
h_begin;

else

sear
h_size = win->look_begin - win->sear
h_begin;

/* si la fenetre n'a pas en
ore atteint la taille maximale, on l'agrandit */

if (sear
h_size < SEARCH_BUFFER_SIZE)

{

nb_add = (sear
h_size + nb_
har) <= SEARCH_BUFFER_SIZE ? nb_
har : SEARCH_BUFFER_SIZE - sear
h_size;

win->look_begin = op(win->look_begin + nb_add);

win->look_size -= nb_add;

nb_
har -= nb_add;

sear
h_size += nb_add;

}

/* la fenetre a la taille maximale => on effe
tue un depla
ement */

if (sear
h_size == SEARCH_BUFFER_SIZE)

{

win->sear
h_begin = op(win->sear
h_begin + nb_
har);

win->look_begin = op(win->look_begin + nb_
har);

win->look_size -= nb_
har;

}

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante lit nb_
har (au plus) dans le fi
hier d'entree et les pla
e dans la fenetre === */

/* === a 
ompresser. Elle met a jour les indi
ateurs de fin de fenetre et de taille. === */

/* =========================================================================================================== */

void read_to_window(window *win, FILE *filein, int nb_
har)

{

unsigned 
har str[LOOK_BUFFER_SIZE℄;

int nb_read, nb_max;

nb_read = fread(str, 1, nb_
har, filein);

if (nb_read == 0) return;

nb_max = BUFFER_SIZE - win->look_end;

nb_max = nb_max < nb_read ? nb_max : nb_read;

memmove(win->array + win->look_end, str, nb_max);

if (nb_max < nb_read) memmove(win->array, str+nb_max, nb_read - nb_max);

win->look_size += nb_read;

win->look_end = op(win->look_end + nb_read);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === 
omme son nom l'indique, 
ette fon
tion 
ompresse le fi
hier filenamein dans le fi
hier filenameout === */

/* =========================================================================================================== */

void 
ompresse(
har *filenamein, 
har *filenameout)

{

FILE *in, *out;

window *win;


har *index_bytes, *string_size_bytes, *ind, *size;

int index, string_size;

unsigned 
har print_string[2 * sizeof(int) + 1℄;

int i, j;

/* ouverture des deux fi
hiers et allo
ation de la fenetre 
ir
ulaire */



Se
tion 3. Les m�ethodes �a base de di
tionnaires 96

in = fopen(filenamein, "rb");

if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ompresse : impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = fopen(filenameout, "wb");

if (out == NULL)

{

f
lose(in);

fprintf(stderr, "
ompresse : impossible (2) d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenameout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

win = allo
ate_window(BUFFER_SIZE);

if (win == NULL)

{

f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "
ompresse : impossible d'allouer la fenetre 
oulissante\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on 
al
ule quels o
tets vont etre e
rits utilises pour sauvegarder les 2 premiers elements des triplets */

index_bytes = useful_index_bytes(SEARCH_BUFFER_SIZE);

string_size_bytes = useful_index_bytes(LOOK_BUFFER_SIZE);

/* 1ere le
ture du fi
hier d'entree => remplissage de la fenetre a 
ompresser */

read_to_window(win, in, LOOK_BUFFER_SIZE);

/* e
riture de l'en-tete du fi
hier */

fprintf(out, "LZ77 - V1.0");

/* e
riture du fi
hier 
ompresse */

while (win->look_size > 0)

{

/* re
her
he dans la fenetre di
tionnaire et e
riture des triplets */

look_for_string(win, &index, &string_size);

for (i=0, j=0, ind = (
har*)&index; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) print_string[j++℄ = ind[i℄;

for (i=0, size=(
har *)&string_size; i<sizeof(int); i++)

if (string_size_bytes[i℄) print_string[j++℄ = size[i℄;

print_string[j++℄ = win->array[op(win->look_begin + string_size)℄;

fwrite(print_string, j, 1, out);

/* depla
ement de la fenetre 
ir
ulaire */

advan
e_window(win, string_size+1);

read_to_window(win, in, string_size+1);

}

/* fermeture des fi
hiers : la 
ompression est terminee */

free_window(win);

f
lose(in);

f
lose(out);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion 
i-dessous de
ompresse le fi
hier filenamein dans le fi
hier filenameout. === */

/* =========================================================================================================== */

void de
ompresse(
har *filenamein, 
har *filenameout)

{

FILE *in, *out;

window *win;


har *index_bytes, *string_size_bytes;

int index=0, string_size=0;

int i, j;

int nb_read, index_bytes_nb, string_size_bytes_nb, nb_o
tets;

unsigned 
har en_tete[20℄, 
ar, *ptr, string[sizeof(int)℄, str[LOOK_BUFFER_SIZE℄, *str_out;

unsigned 
har *tab_in, *tab_out;

/* ouverture des fi
hiers et allo
ation de la fenetre a 
ompresser */

in = fopen(filenamein, "rb");

if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "de
ompresse : impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = fopen(filenameout, "wb");

if (out == NULL)

{
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f
lose(in);

fprintf(stderr, "de
ompresse : impossible (2) d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenameout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

win = allo
ate_window(BUFFER_SIZE);

if (win == NULL)

{

f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse : impossible d'allouer la fenetre 
oulissante\n");

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* on 
al
ule quels o
tets des int ont ete sauvegardes dans le fi
hier d'entree et 
ombien d'o
tets */

/* sont utilises pour 
haque int (les 2 premiers elements des triplets). */

index_bytes = useful_index_bytes(SEARCH_BUFFER_SIZE);

string_size_bytes = useful_index_bytes(LOOK_BUFFER_SIZE);

for (i=0,index_bytes_nb=0, string_size_bytes_nb=0; i<sizeof(int); i++)

{

if (index_bytes[i℄) index_bytes_nb++;

if (string_size_bytes[i℄) string_size_bytes_nb++;

}

/* le
ture de l'en-tete du fi
hier */

nb_read = fread(en_tete, 11, 1, in);

if ((!nb_read) || strn
mp(en_tete,"LZ77 - V1.0", 11))

{

free_window(win); f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse : le fi
hier %s n'a pas ete 
ompresse par LZ77\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture du fi
hier de
ompresse */

while (1)

{

/* le
ture d'un triplet */

nb_read = fread(string, 1, index_bytes_nb, in);

if (feof(in))

{

free_window(win); f
lose(in); f
lose(out);

return;

}

if (nb_read != index_bytes_nb)

{

free_window(win); f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse (2) : le fi
hier %s n'a pas ete 
ompresse par LZ77\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

for (i=0, j=0, ptr=(
har*)&index; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) ptr[i℄ = string[j++℄;

nb_read = fread(string, 1, string_size_bytes_nb, in);

if (nb_read != string_size_bytes_nb)

{

free_window(win); f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse (3) : le fi
hier %s n'a pas ete 
ompresse par LZ77\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

for (i=0, j=0, ptr=(
har*)&string_size; i<sizeof(int); i++)

if (string_size_bytes[i℄) ptr[i℄ = string[j++℄;

nb_read = fread(&
ar, 1, 1, in);

if (!nb_read)

{

free_window(win); f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse (4) : le fi
hier %s n'a pas ete 
ompresse par LZ77\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture du texte dans le fi
hier de sortie ainsi que dans la fenetre di
tionnaire */

for (tab_in=win->array+win->look_begin, tab_out=win->array+op(win->look_begin-index-1),

str_out=str, nb_o
tets=string_size;

nb_o
tets; nb_o
tets--)

{

*tab_in = *tab_out;

*str_out = *tab_out;

str_out++;

if (++tab_in == win->array+BUFFER_SIZE) tab_in = win->array;

if (++tab_out == win->array+BUFFER_SIZE) tab_out = win->array;

}

*tab_in = 
ar;

*str_out = 
ar;
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fwrite(str, string_size+1, 1, out);

/* mise a jour des index de la fenetre 
oulissante */

advan
e_window(win, string_size+1);

win->look_end=op(win->look_end+string_size+1);

win->look_size+=string_size+1;

}

free_window(win);

f
lose(in);

f
lose(out);

}

/* =========================================================================================================== */

/* === le programme prin
ipal attend trois arguments. Le premier indique si l'on doit 
ompresser ou === */

/* === de
ompresser un fi
hier. le se
ond est le nom du fi
hier sur lequel va porter l'a
tion, et le === */

/* === troisieme est le nom du fi
hier dans lequel sera sto
ke le resultat de l'a
tion === */

/* =========================================================================================================== */

int main(int arg
, 
har **argv)

{

/* test des arguments */

if ((arg
 != 4) ||

(str
mp(argv[1℄, "
ompresse") && str
mp(argv[1℄, "de
ompresse")))

{

fprintf(stderr, "usage : prog-se
3-LZ77 a
tion fi
_entree fi
_sortie\n");

fprintf(stderr, " a
tion doit etre egal soit a la 
haine");

fprintf(stderr, " 
ompresse soit a de
ompresse\n");

exit (EXIT_FAILURE);

}

/* on effe
tue l'a
tion demandee */

if (!str
mp(argv[1℄, "
ompresse"))


ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

else

de
ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

return EXIT_SUCCESS;

}

3.6.2 LZ78

/* =========================================================================================================== */

/* === CG - prog-se
3-LZ78.
 - version du 19/9/2001 === */

/* === realise l'algorithme LZ78 tel que de
rit dans le 
ours. Lorsque le tableau (arbre) est plein, il === */

/* === est reinitialise a 0. === */

/* =========================================================================================================== */

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <string.h>

#in
lude <assert.h>

#define DICO_SIZE 16384

/* =========================================================================================================== */

/* === les stru
tures 
ontenant le di
tionnaire. En fait, 
'est un arbre sto
ke dans un tableau. La === */

/* === stru
ture d'arbre permet d'obtenir un algorithme tres rapide, et le tableau evite les allo
ations === */

/* === et desallo
ations intempestives. === */

/* =========================================================================================================== */

typedef stru
t _arbre arbre;

stru
t _arbre {

arbre *parent; /* le parent du noeud 
ourant */

arbre *next; /* le fils suivant du parent : tous les fils sont 
haines entre eux */

arbre *first_
hild; /* le premier fils du noeud 
ourant, les autres seront a

essibles gra
e au 
hamp */

/* next du fils. */

unsigned 
har 
ar; /* le 
ara
tere 
orrespondant au 2eme element des 
ouples LZ78 */

};

typedef stru
t {

arbre *di
o; /* un di
o est en fait un arbre (un tableau de noeuds) */

int index; /* l'index du dernier noeud utilise dans le tableau, permet de savoir ou l'on */

} di
tionnaire; /* devra pla
er le pro
hain noeud 
ree dans l'arbre */
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/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante retourne un tableau de booleens indiquant quels o
tets de l'int sont === */

/* === ne
essaires pour sto
ker l'entier et quels o
tets ne servent a rien. On a besoin de 
ette fon
tion === */

/* === pour que le programme fon
tionne sur n'importe quelle ar
hite
ture (small endian, big endian, et
). === */

/* =========================================================================================================== */


har *useful_index_bytes(int nb)

{

int i, nb_de
al;


har *tab, *o
tet;

/* on 
ommen
e par transformer nb en le plus petit nombre nb' de la forme 2^x - 1 tel que nb' >= nb */

for (i=0, nb--, nb_de
al=0; nb != 0 && i<sizeof(int) * 8; i++, nb >>= 1, nb_de
al++);

for (i=0, nb=0; i<nb_de
al; i++, nb = (nb << 1) + 1);

/* maintenant on alloue le tableau de booleens (en fait des 
har a 1=true ou 0=false */

tab=mallo
(sizeof(int));

if (tab == NULL)

{

fprintf(stderr, "useful_index_bytes : allo
ation memoire impossible\n");

return NULL;

}

/* on remplit tab : il suffit de mettre des 1 sur les o
tets != 0 et 0 sur les autres */

for (i=0, o
tet=(
har*)&nb; i<sizeof(int); i++, o
tet++)

if (*o
tet) tab[i℄ = 1;

else tab[i℄ = 0;

return tab;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante alloue et initialise un nouveau di
tionnaire. === */

/* =========================================================================================================== */

di
tionnaire *
reate_di
o()

{

di
tionnaire *di
o;

di
o = (di
tionnaire *)mallo
(sizeof(di
tionnaire));

if (di
o == NULL)

{

fprintf(stderr, "
reate_di
o : allo
ation memoire impossible\n");

return NULL;

}

di
o->di
o = (arbre *)mallo
(DICO_SIZE * sizeof(arbre));

if (di
o->di
o == NULL)

{

fprintf(stderr, "
reate_di
o : allo
ation memoire impossible (2)\n");

return NULL;

}

di
o->index = 1;

return di
o;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === desallo
ation du di
tionnaire pour faire plus propre en fin de 
ompression. === */

/* =========================================================================================================== */

void free_di
o(di
tionnaire *di
o)

{

if ((di
o == NULL) || (di
o->di
o == NULL))

{

fprintf(stderr, "free_di
o : ne peut pas desallouer un di
tionnaire vide\n");

return;

}

free(di
o->di
o);

free(di
o);

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante part d'un noeud de l'arbre (qui est don
 l'equivalent d'une 
haine de === */

/* === 
ara
teres, selon LZ78) et elle re
her
he si la 
on
atenation de 
ette 
haine et d'un 
ara
tere 
 === */

/* === existe dans le di
tionnaire. Le 
as e
heant, elle renvoie le noeud 
orrespondant de l'arbre, sinon === */

/* === elle renvoie le pointeur NULL. === */

/* =========================================================================================================== */

arbre *look_in_di
o(di
tionnaire *di
o, arbre *start, 
har 
)

{

/* en phase de debug, on s'assure qu'on passe bien un di
tionnaire en parametre */

assert((di
o != NULL) && (di
o->di
o != NULL));

/* on regarde de quel noeud on doit partir : si start == NULL, 
'est qu'on part du debut du di
o, sinon, */

/* 
'est qu'on a deja atteint start et on doit visiter ses enfants */

for (start = (start == NULL ? di
o->di
o + 1 : start->first_
hild); start != NULL; start = start->next)

if (start->
ar == 
) return start;

return NULL;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === la fon
tion suivante rajoute un nouveau noeud dans l'arbre : le pere de 
e noeud est 'start', sauf === */

/* === si 
elui-
i est NULL, auquel 
as le noeud devient la ra
ine de l'arbre. Si le di
tionnaire est === */

/* === plein, la fon
tion le vide puis rajoute le noeud, qui devient alors ra
ine du nouveau di
tionnaire. === */

/* =========================================================================================================== */

void add_in_di
o(di
tionnaire *di
o, arbre *start, 
har 
)

{

arbre *noeud;

/* en phase de debug, on s'assure qu'on passe bien un di
tionnaire en parametre */

assert((di
o != NULL) && (di
o->di
o != NULL));

/* on regarde si on est arrive a la fin du di
tionnaire => dans 
e 
as, on repart d'un di
o vide */

if (di
o->index == DICO_SIZE)

{

start = NULL;

di
o->index = 1;

}

/* ajout du nouveau noeud dans l'arbre */

noeud = di
o->di
o + di
o->index;

noeud->first_
hild = NULL;

noeud->
ar = 
;

noeud->parent = start;

/* si on part d'un start non vide, il faut le noeud ra

order aux fils du noeud start */

if (start != NULL)

{

noeud->next = start->first_
hild;

start->first_
hild = noeud;

}

else

{

if (di
o->index)

{

for (start = di
o->di
o + 1; start->next != NULL; start = start->next);

start->next = noeud;

}

noeud->next = NULL;

}

/* on in
remente le 
ompteur de noeuds affe
tes */

di
o->index++;

}

/* =========================================================================================================== */

/* === 
ompression en utilisant LZ78. La fon
tion pla
e en en-tete du fi
hier 
ompresse: "LZ78 - V1.0". === */

/* =========================================================================================================== */

void 
ompresse(
har *filenamein, 
har *filenameout)

{

FILE *in, *out;

di
tionnaire *di
o;

arbre *start, *node;


har 
ar;


har *index_bytes, *ind, print_string[sizeof(int) + 1℄;

int index;

int i, j;

/* ouverture des deux fi
hiers et allo
ation du di
tionnaire */
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in = fopen(filenamein, "rb");

if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "
ompresse : impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = fopen(filenameout, "wb");

if (out == NULL)

{

f
lose(in);

fprintf(stderr, "
ompresse : impossible (2) d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenameout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

di
o = 
reate_di
o();

if (di
o == NULL)

{

f
lose(in);

f
lose(out);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* e
riture de l'en-tete du fi
hier */

fprintf(out, "LZ78 - V1.0");

/* 
ompression du fi
hier */

start = NULL;

index_bytes = useful_index_bytes(DICO_SIZE);

while (fread(&
ar, 1, 1, in) == 1)

{

/* re
her
he de la lettre dans le di
o et ajout si elle n'est pas trouvee */

node = look_in_di
o(di
o, start, 
ar);

if (node == NULL)

{

/* e
riture du 
ouple dans le fi
hier de sortie */

if (start == NULL)

index = 0;

else

index = start - di
o->di
o;

for (i=0, j=0, ind = (
har*)&index; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) print_string[j++℄ = ind[i℄;

print_string[j++℄ = 
ar;

fwrite(print_string, j ,1, out);

/* ajout dans le di
tionnaire */

add_in_di
o(di
o, start, 
ar);

start = NULL;

}

else

start = node;

}

/* on risque d'avoir a e
rire old_start + 
ar sur le fi
hier si node != NULL */

if (node != NULL)

{

if (node->parent == NULL)

index = 0;

else

index = node->parent - di
o->di
o;

for (i=0, j=0, ind = (
har*)&index; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) print_string[j++℄ = ind[i℄;

print_string[j++℄ = 
ar;

fwrite(print_string, j ,1, out);

}

/* fermeture des fi
hiers : la 
ompression est terminee */

free_di
o(di
o);

f
lose(in);

f
lose(out);

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === de
ompression d'un fi
hier 
ompresse ave
 LZ78. Attention a l'en-tete "LZ78 - V1.0". === */

/* =========================================================================================================== */

void de
ompresse(
har *filenamein, 
har *filenameout)

{

FILE *in, *out;

di
tionnaire *di
o;

arbre *node;

int index_bytes_nb, nb_read, nb, index=0;


har *index_bytes, en_tete[11℄, string[sizeof(int)+1℄, print_string[DICO_SIZE+1℄, *ptr, 
ar;

int i,j;

/* ouverture des deux fi
hiers et allo
ation du di
tionnaire */

in = fopen(filenamein, "rb");

if (in == NULL)

{

fprintf(stderr, "de
ompresse : impossible d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

out = fopen(filenameout, "wb");

if (out == NULL)

{

f
lose(in);

fprintf(stderr, "de
ompresse : impossible (2) d'ouvrir le fi
hier %s\n", filenameout);

exit(EXIT_FAILURE);

}

di
o = 
reate_di
o();

if (di
o == NULL)

{

f
lose(in);

f
lose(out);

exit(EXIT_FAILURE);

}

/* 
ompression du fi
hier */

index_bytes = useful_index_bytes(DICO_SIZE);

for (i=0,index_bytes_nb=0; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) index_bytes_nb++;

/* le
ture de l'en-tete du fi
hier */

nb_read = fread(en_tete, 11, 1, in);

if ((!nb_read) || strn
mp(en_tete,"LZ78 - V1.0", 11))

{

free_di
o(di
o); f
lose(in); f
lose(out);

fprintf(stderr, "de
ompresse : le fi
hier %s n'a pas ete 
ompresse par LZ78\n", filenamein);

exit(EXIT_FAILURE);

}

while (fread(&string, index_bytes_nb+1, 1, in) == 1)

{

/* re
uperation de 
ouple (index,
ara
tere) du di
tionnaire */

for (i=0, j=0, ptr=(
har*)&index; i<sizeof(int); i++)

if (index_bytes[i℄) ptr[i℄ = string[j++℄;


ar = string[j℄;

printf("(%d,%
)\n", index, 
ar);

/* ajout dans le di
o et sauvegarde sur fi
hier */

if (index == 0)

fwrite(&
ar, 1, 1, out);

else

{

node = di
o->di
o + index;

for (i = DICO_SIZE-2, nb=1, print_string[DICO_SIZE-1℄=
ar; node!=NULL; i--, node=node->parent, nb++)

print_string[i℄ = node->
ar;

fwrite(print_string + i+1, 1, nb, out);

}

add_in_di
o(di
o, index == 0 ? NULL : di
o->di
o + index, 
ar);

}

/* fermeture des fi
hiers : la 
ompression est terminee */

free_di
o(di
o);

f
lose(in);

f
lose(out);

}
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/* =========================================================================================================== */

/* === le programme prin
ipal attend trois arguments. Le premier indique si l'on doit 
ompresser ou === */

/* === de
ompresser un fi
hier. le se
ond est le nom du fi
hier sur lequel va porter l'a
tion, et le === */

/* === troisieme est le nom du fi
hier dans lequel sera sto
ke le resultat de l'a
tion === */

/* =========================================================================================================== */

int main(int arg
, 
har **argv)

{

/* test des arguments */

if ((arg
 != 4) ||

(str
mp(argv[1℄, "
ompresse") && str
mp(argv[1℄, "de
ompresse")))

{

fprintf(stderr, "usage : prog-se
3-LZ78 a
tion fi
_entree fi
_sortie\n");

fprintf(stderr, " a
tion doit etre egal soit a la 
haine");

fprintf(stderr, " 
ompresse soit a de
ompresse\n");

exit (EXIT_FAILURE);

}

/* on effe
tue l'a
tion demandee */

if (!str
mp(argv[1℄, "
ompresse"))


ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

else

de
ompresse(argv[2℄, argv[3℄);

return EXIT_SUCCESS;

}

3.7 Exer
i
es

Exer
i
e 1 Compressez ave
 LZ77 le texte suivant :

<abaa
a
abaaaba
ddddaa
b>

en utilisant une fenêtre di
tionnaire de 8 
ara
t�eres et une fenêtre �a 
ompresser de 4 
ara
t�eres.

Quel est le taux de 
ompression obtenu ?

Compressez ave
 Hu�man et 
omparez.

Exer
i
e 2 Compressez ave
 LZSS le texte suivant :

<aabaa
aababba
aa
>

en utilisant un arbre ayant au plus 8 feuilles (
e qui nous donne un d�epla
ement sur 3 bits) et une fenêtre �a


ompresser sur 4 
ara
t�eres. Vous pourrez supposer qu'au d�ebut de l'algorithme, les pr�e�xes des 
hâ�nes du

di
tionnaire 
ontiennent autant de blan
s que n�e
essaire.

Compressez ave
 LZ77 et 
omparez.

Exer
i
e 3 D�e
ompressez le texte suivant, 
ompress�e ave
 un LZ77 ayant une fenêtre di
tionnaire de 8 
ara
t�eres

et une fenêtre �a 
ompresser de 4 
ara
t�eres :

<(0,0,a)(1,1,b)(5,2,a)(6,3,b)(0,0,
)(2,3,a)(7,3,a)(0,0,d)(1,3,a)(6,1,EOF)>.

Cal
ulez le taux de 
ompression obtenu en supposant que les d�epla
ements, les longueurs et les lettres sont

toutes 
od�ees sur 3 bits.

Appliquez sur le texte 
ompress�e 
i-dessus l'algorithme de Hu�man. Est-il normal que le taux de 
ompression

augmente ?

Exer
i
e 4 Soit le texte suivant 
ompress�e par LZ78 :

<(0,a)(1,b)(0,b)(1,a)(3,a)(4,b)(2,b)(0,
)(1,
)(8,b)(10,b)>.

1/ d�e
ompressez 
e texte.

2/ 
al
ulez le taux de 
ompression obtenu par LZ78.

Exer
i
e 5 Compressez �a l'aide de LZ78 le texte suivant : <abababbaaabaaaaaababaa>. Vous �e
rirez le di
-

tionnaire ainsi que le 
ot de sortie.

Si, dans les 
ouples �emis, les pointeurs font 12 bits et les symboles 8 bits, quel est le taux de 
ompression

r�ealis�e?
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Exer
i
e 6 D�e
ompressez �a l'aide de LZ78 le texte suivant :

<(0,a)(1,a)(2,b)(1,b)(4,b)(2,a)(5,a)(6,a)>.

Re
ompressez 
e texte ave
 Hu�man. Lequel des deux algorithmes 
ompresse le mieux 
e texte ? Pourquoi ?

Exer
i
e 7 Soit l'alphabet fa,b,
,d,EOFg. Compressez ave
 LZW le texte suivant :

<abbabbba
ababaab
EOF>.

Quel est le taux de 
ompression ? Comparez ave
 une 
ompression LZ77 ave
 une fenêtre di
tionnaire de 32KO

et une fenêtre �a 
ompresser de 256 o
tets.

Exer
i
e 8 Soit le texte g�en�er�e par l'algorithme suivant :

unsigned 
har i,j;

for (j='a'; j < 'z'; j++)

for (i=0; i<128; i++)

printf("%
", j);

Comparez les taux de 
ompression obtenus par un LZ77 ave
 une fenêtre di
tionnaire de 32KO et une fenêtre

�a 
ompresser de 256 o
tets, et par un LZ78 ave
 un di
tionnaire ayant au plus 32768 entr�ees.

Exer
i
e 9 D�e
ompressez le texte suivant, 
ompress�e grâ
e �a LZW en utilisant l'alphabet fa,b,
,d,EOFg :

<0 0 1 6 1 9 7 6 8 6 EOF>.
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4 La 
ompression d'images

Ces 25 derni�eres ann�ees, l'a

�es aux ordinateurs s'est peu �a peu d�emo
ratis�e. Depuis l'ENIAC (Ele
troni


Numeri
al Integrator And Computer), le premier ordinateur digital �ele
tronique d�evelopp�e par l'universit�e de

Pennsylvanie et l'arm�ee am�eri
aine pour e�e
tuer des 
al
uls balistiques pendant la se
onde guerre mondiale,

que de 
hemin par
ouru ! De nos jours, les ordinateurs ne sont plus ex
lusivement 
onsa
r�es �a la r�ealisation de

<gros> 
al
uls, mais ils servent aussi beau
oup pour la bureautique, les jeux, et
. A
tuellement, plus personne

ne voudrait travailler sur un ordinateur qui ne poss�ede pas d'environnement graphique (
omme Windaube ou

X11). Or, dans 
es environnements, se pose un gros probl�eme : 
omment sto
ker eÆ
a
ement des images (que


e soient des i
ones, des fonds d'�e
ran, et
). Par eÆ
a
ement, on entend deux aspe
ts bien di��erents : i) il faut

que les images n'utilisent pas trop de 
apa
it�e de sto
kage (il faut bien voir qu'une petite image bitmap de

200� 200 sur 65536 
ouleurs n�e
essite d�ej�a pr�es de 80KO. Songez alors �a 
e que 
onsommerait l'image bitmap

du 
ours de probabilit�e ou du 
ours de 
ompression de donn�ees : mon disque dur ne suÆrait pas pour sto
ker


es 
ours !). Cet aspe
t est d'autant plus important ave
 l'utilisation d'internet 
ar il faut pouvoir transf�erer de

plus en plus rapidement des quantit�es astronomiques d'images ; ii) si l'on arrive �a 
ompresser une image, il faut

que la d�e
ompression soit rapide.

Il existe deux grandes familles d'algorithmes de 
ompression d'images : les m�ethodes 
onservatives et les

m�ethodes non 
onservatives. Nous verrons deux exemples des premi�eres dans la sous-se
tion 4.1, �a savoir GIF

et JPEG 
onservatif, et un exemple des derni�eres ave
 JPEG dans la sous-se
tion 4.3. Les m�ethodes non


onservatives sont fond�ees sur le prin
ipe que l'oeil et le 
erveau humain ne sont pas 
apables d'enregistrer tous

les d�etails d'une image. Prenez par exemple le <
arr�e noir> de Kasimir Malevit
h, une toile d'environ un m�etre

sur un m�etre qui, 
omme son nom l'indique fort justement, ne 
ontient qu'un gros 
arr�e noir. Rajoutez au 
entre

de la toile un minus
ule point gris. Votre oeil ne fera pas la di��eren
e entre la <sublime> toile d'origine et l'�uvre

immonde que vous venez de 
r�eer. Or, la toile d'origine est plus <pauvre> au niveau quantit�e d'information,

don
 elle se 
ompresse mieux (entropie plus petite). C'est l'id�ee sous-ja
ente des m�ethodes de 
ompression non


onservatives : en �eliminant des informations peu ou pas per
eptibles par l'oeil, on peut obtenir des taux de


ompression impressionnants. Comme leur nom l'indique, les m�ethodes 
onservatives, elles, ne perdent au
une

information et, par l�a-même, elles sont limit�ees dans le taux de 
ompression qu'elles peuvent atteindre. Cela

dit, grâ
e �a l'utilisation tr�es r�epandue de GIF, elles ont en
ore de l'avenir devant elles.

4.1 La 
ompression 
onservative

Il existe un 
ertain nombre d'algorithmes de 
ompression d'images 
onservatifs. Ils sont prin
ipalement

fond�es sur les m�ethodes que nous avons d�e
rites dans les se
tions pr�e
�edentes (Hu�man, 
odage arithm�etique,

RLE, et
) et ont �et�e d�evelopp�es vers la �n des ann�ees 80. Depuis, on leur a pr�ef�er�e largement des algorithmes

non 
onservatifs. Toutefois, parmi les formats 
onservatifs, on peut 
iter des standards tels que BMP (
'est du

bitmap, mais il y a tout de même une 
ompression RLE), PCX, GIF (que nous verrons plus loin).

On peut aussi 
iter JBIG (le Joint Bi-level Image pro
essingGroup). Ce standard est d�edi�e aux images noir

et blan
. Il utilise un algorithme de 
ompression progressif, 
'est-�a-dire que l'image est 
ompress�e en plusieurs


ou
hes ayant des r�esolutions de plus en plus grandes. C'est exa
tement le type de te
hnique utilis�ee lorsque

vous visualisez une image sur votre browser et que vous la voyez apparâ�tre sous forme de gros 
arr�es, puis


eux-
i sont transform�es an 
arr�es plus �n, et ainsi de suite jusqu'�a l'obtention de l'image �nale. Pour 
haque


ou
he, JBIG utilise un 
odage arithm�etique. Certains formats d'image disposent de plusieurs algorithmes de


ompressions. C'est le 
as de TIFF (le Tag(ged) Image File Format) qui peut utiliser Pa
kBits, une variation

de RLE, LZW ou bien en
ore une variation de Hu�man.

Pour �nir 
e petit panorama, remarquons que les algorithmes mentionn�es jusqu'�a maintenant utilisent de

petites variations des te
hniques d�evelopp�ees dans les se
tions pr�e
�edentes. CALIC, l'a
ronyme de Context-

based Adaptive Lossless Image Compression, utilise une id�ee vraiment di��erente, qui peut se voir 
omme une

g�en�eralisation de RLE : l'id�ee 
onsiste �a utiliser le 
ontexte dans lequel se trouve un pixel pour r�ealiser une

meilleure 
ompression. Cette id�ee sera d�evelopp�ee en d�etail dans la sous-se
tion 4.1.2, mais disons simplement

que, dans une image, un pixel donn�e est rarement tr�es di��erent de ses voisins. Don
, si l'on 
onnâ�t ses voisins, on

peut en donner une bonne estimation. CALIC utilise alors un 
odage arithm�etique pour en
oder les di��eren
es

entre les pixels r�eels de l'image et les estimations r�ealis�ees. Je n'en dirai pas plus sur CALIC, simplement,

les id�ees for
e de CALIC sont assez similaires �a 
elles de LOCO-I que nous verrons dans la sous-se
tion juste
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apres GIF. Dans le même ordre d'id�ee, FELICS, le Fast EÆ
ient Lossless Image Compression System, est un

algorithme permettant de 
ompresser des images en teintes de gris, qui utilise un 
ontexte de 2 pixels. FELICS


ompare les intensit�es des pixels du 
ontexte �a 
elle du pixel 
ourant et en d�eduit un en
odage grâ
e �a un 
ode

de taille variable ressemblant �a du Hu�man.

Le nombre d'algorithmes de 
ompression d'images �etant tr�es �elev�e, et 
e 
ours �etant, 
omme son nom

l'indique assez 
ourt, nous n'aurons pas le temps de traiter en d�etails tous 
es algorithmes. J'ai don
 
hoisi

de ne traiter de mani�ere approfondie que GIF et JPEG, qui me semblent assez repr�esentatifs de 
e qui se fait

traditionnellement en 
ompression d'image.

4.1.1 La 
ompression sous GIF

GIF est l'a
ronyme de Graphi
s Inter
hange Format. C'est un proto
ole d�evelopp�e par CompuServe pour

permettre l'�e
hange et la visualisation des images, et 
e ind�ependamment de l'ar
hite
ture sur laquelle on

travaille. Le format GIF est d�e�ni en termes de blo
s et de sous-blo
s, qui 
ontiennent les donn�ees et param�etres

utilis�es pour la reprodu
tion de l'image ou des images. En e�et, GIF a �et�e d�evelopp�e de mani�ere �a pouvoir sto
ker

plusieurs images dans un seul �
hier, permettant de 
r�eer ainsi des animations. Le format g�en�eral d'un �
hier

GIF est d�e
rit dans la �gure 10. Le format suppose que les donn�ees transmises au d�e
odeur sont sans erreur.

signature GIF

descripteur d’écran

table globale des couleurs

descripteur d’image

table locale des couleurs

données de l’image

indicateur de fin de GIF

.................................

.................................

peut être répété de 1 à n fois
(autant de fois qu’il y a d’images)

Fig. 10 { La forme g�en�erale d'un �
hier GIF.

Par 
ons�equent, dans le format GIF, il n'est pr�evu nulle part de sto
ker des donn�ees redondantes permettant

la 
orre
tion d'erreurs �eventuelles (
omme les 
odes 
orre
teurs par exemple). On ne s'int�eressera dans le 
adre

de 
e 
ours qu'�a la partie <donn�ees de l'image> 
ar 
'est elle qui 
ontient la partie <
ompression de donn�ees>.

Pour une expli
ation d�etaill�ee des autres blo
s, on peut par exemple se reporter aux pages WEB suivantes :

{ http ://members.aol.
om/royalef/gifabout.htm

{ http ://www.w3.org/Graphi
s/GIF/spe
-gif89a.txt

Le blo
 de donn�ees d'une image est 
onstitu�e d'un ensemble de sous-blo
s de tailles inf�erieures ou �egales �a

255 o
tets 
ha
un. Dans les sous-blo
s, les pixels sont rang�es 
ons�e
utivement de la gau
he vers la droite, puis

du haut vers le bas. Ils sont sto
k�es sous forme d'index vers la table a
tive des 
ouleurs (en fait, dans un �
hier

GIF, il y a une table des 
ouleurs globale qui 
ontient les 
ouleurs partag�ees par la plupart des images du �
hier,

et des tables lo
ales qui 
ontiennent les 
ouleurs sp�e
i�ques �a une image donn�ee. Dans le des
ripteur d'image,

GIF indique quelle est la table a
tive, 
'est-�a-dire 
elle qui est utilis�ee pour 
oder les sous-blo
s). En�n, les

index sont en
od�es grâ
e �a un algorithme LZW ave
 des 
odes de longueur variables.

L'algorithme GIF-LZW est relativement similaire �a 
elui d�e
rit dans la sous-se
tion 3.4. En voi
i une expli
a-

tion d�etaill�ee. Tout d'abord rappelons que, dans LZW, l'en
odeur 
onstruit une table des 
hâ�nes de 
ara
t�eres

(pixels) d�ej�a ren
ontr�ees et transmet l'index de 
haque 
hâ�ne sur le 
ot de sortie. Pour 
ela, si le tableau

est de taille �nie n, il suÆrait d'envoyer sur le 
ot de sortie une repr�esentation binaire de 
haque index sur
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dlog

2

ne bits. Mais, si le di
tionnaire a une taille d�e
ente (de l'ordre de 2

10

�a 2

14

entr�ees), il va y avoir un bon

nombre de bits �a 0 au d�ebut de l'algorithme, et don
 le taux de 
ompression ne va pas être g�enial. Aussi, GIF

applique-t-il une strat�egie �a base de 
odes de longueurs variables. Au d�ebut de la 
ompression d'une image,

GIF garde en m�emoire la profondeur N de l'image (le nombre de bits/pixel) et sauvegarde 
e nombre en d�ebut

du blo
 de l'image (
e que les anglais appellent le LZW Minimum Code Size). Un di
tionnaire initial est alors


r�e�e, qui 
ontient 2

N

entr�ees et, �a l'int�erieur, les 
hâ�nes sont index�ees de 0 �a 2

N

� 1. Par exemple, si l'on a

une image en noir et blan
 (don
 d'une profondeur de 1 bit), la table 
ontiendra �a l'entr�ee num�ero 0 la 
hâ�ne


orrespondant au pixel blan
, et �a l'index 1 
elle du pixel noir. En plus de 
es index, GIF rajoute au di
tionnaire

de taille 2

N

deux 
odes sp�e
iaux d'index respe
tifs 2

N

et 2

N

+ 1 dont nous verrons plus loin la signi�
ation.

Comme, dans GIF, les tailles des di
tionnaires sont des puissan
es de 2, lorsqu'on alloue le di
tionnaire initial,

on r�eserve en m�emoire 2

dlog

2

(2

N

+2)e

= 2

N+1

entr�ees. Au fur et �a mesure que l'en
odeur ren
ontre des 
hâ�nes de


ara
t�eres, il remplit le di
tionnaire. La premi�ere 
hâ�ne ainsi ren
ontr�ee qui n'appartient pas au di
tionnaire

sera sauvegard�ee �a l'index 2

N

+2 et ainsi de suite. Lorsque le di
tionnaire est rempli, 
'est-�a-dire que la derni�ere


hâ�ne a �et�e entr�ee �a l'index 2

N+1

�1, l'en
odeur double la taille du di
tionnaire, qui passe don
 �a 2

N+2

entr�ees.

Les index qui sont �e
rits sur le 
ot de sortie (
'est tout de même le but de LZW) ont le même nombre de bits

que le log

2

de la taille du di
tionnaire. Ainsi, au d�ebut de la 
ompression, puisque 
e dernier a une taille de 2

N+1

entr�ees, les index sont 
od�es en repr�esentation binaire normale sur N +1 bits. Lorsque la taille du di
tionnaire

double, la taille de l'index augmente d'un bit.

GIF augmente la taille du di
tionnaire quand 
'est n�e
essaire, mais il s'interdit tout de même de l'augmenter

ind�e�niment a�n de ne pas saturer la m�emoire. C'est pourquoi, lorsque le di
tionnaire poss�ede 2

12

= 4096 entr�ees,

GIF d�e
ide de ne plus doubler sa taille. Cela dit, il ne peut pas non plus garder tr�es longtemps un di
tionnaire

statique 
ar, alors, la 
ompression devient de moins en moins bonne (
'est l'id�ee que les 
hâ�nes qui se r�ep�etent

souvent ne sont pas tr�es �eloign�ees les unes des autres). Don
, lorsque le di
tionnaire est rempli au maximum

(4096 entr�ees), GIF 
hoisit simplement de 
ontinuer l'en
odage en repartant d'un nouveau di
tionnaire de la

taille initiale 2

N+1

. C'est pr�e
is�ement 
e �a quoi sert le 
ode sp�e
ial d'index 2

N

que nous avions sto
k�e dans le

di
tionnaire au d�ebut de l'algorithme (les anglais l'appellent le 
lear 
ode) : il indique qu'il est temps de repartir

ave
 un nouveau di
tionnaire. On reprend alors simplement le di
tionnaire de d�epart de taille 2

N+1

et les index

sont envoy�es sur le 
ot de sortie �a nouveau sur N +1 bits. C'est pour pouvoir se rappeler 
ette taille, qu'elle est

sto
k�ee en d�ebut du blo
 de donn�ees de l'image. Il nous reste en�n �a expliquer le 
ode d'index 2

N

+1 : 
elui-
i

s'appelle le end-of-information 
ode et sert simplement �a informer LZW que l'en
odage/d�e
odage de l'image

est termin�e.

4.1.2 La 
ompression 
onservative de JPEG

JPEG est l'a
ronyme de Joint Photographi
 Expert Group. Le standard le plus 
onnu d�evelopp�e �a la �n

des ann�ees 70 par 
e groupe d'experts est le mode de 
ompression non 
onservatif que nous verrons plus loin.

Cependant, le groupe a aussi d�evelopp�e un algorithme 
onservatif. Celui-
i est fond�e sur un 
odage <pr�edi
tif>.

Le 
odage pr�edi
tif

L'id�ee des 
odages pr�edi
tifs est relativement simple : essayons de 
ompresser la s�equen
e d'o
tets suivante

aaaaaaaaaabbbbbbbbbb









dddddddddd

grâ
e �a l'algorithme de Hu�man. Tous les symboles de l'alphabet ont la même probabilit�e P = 1=4 d'apparâ�tre.

Par 
ons�equent, Hu�man va 
oder 
haque symbole sur 2 bits, par exemple :

a � 01 b � 00 
 � 10 d � 11;

et don
 la s�equen
e d'o
tets 
i-dessus sera transform�ee en une s�equen
e de 80 bits. Si, par 
ontre, on avait eu

la s�equen
e suivante :

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaab
d

Hu�man aurait utilis�e le 
ode suivant :

a � 0 b � 10 
 � 110 d � 111;
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e qui nous donnerait en sortie une s�equen
e de 45 o
tets. Pourquoi Hu�man obtient-il un meilleur taux de


ompression dans le deuxi�eme 
as que dans le premier ? Tout simplement par
e que l'entropie est plus petite

dans le deuxi�eme 
as (H � 0; 5 
ontre H = 2). Cela est dû �a une propri�et�e de l'entropie que nous avions

vue dans la sous-se
tion 2.1.1, �a savoir que l'entropie est maximale lorsque les probabilit�es d'apparition des

symboles ont tendan
e �a être uniformes. Par 
ons�equent, si l'on voulait mieux 
ompresser la premi�ere s�equen
e

d'o
tets 
i-dessus, il faudrait utiliser Hu�man ave
 des distributions de probabilit�e tr�es h�et�erog�enes. L'un des

moyens pour parvenir �a 
ela est de ne plus 
onsid�erer seulement dans Hu�man les probabilit�es d'apparition des

symboles, mais leurs probabilit�es 
onditionnellement aux symboles que l'on a d�ej�a lus sur le 
ot d'entr�ee. C'est


e que l'on appelle un algorithme pr�edi
tif 
ar il utilise l'historique disponible pour pr�edire quel sera le pro
hain

symbole lu sur le 
ot d'entr�ee.

D�e�nition 12 (
odage pr�edi
tif) : Un 
odage est dit pr�edi
tif s'il utilise la 
onnaissan
e des symboles

pr�e
�edemment lus sur le 
ot d'entr�ee pour 
oder le symbole a
tuellement lu.

Pour revenir �a la s�equen
e d'o
tets :

aaaaaaaaaabbbbbbbbbb









dddddddddd

on peut �etablir les listes de probabilit�es suivantes :

P (a) =

1

4

P (b) =

1

4

P (
) =

1

4

P (d) =

1

4

;

P (aja) =

9

10

P (bja) =

1

10

P (
ja) = 0 P (dja) = 0 P (ajb) = 0 P (bjb) =

9

10

P (
jb) =

1

10

P (djb) = 0;

P (aj
) = 0 P (bj
) = 0 P (
j
) =

9

10

P (dj
) =

1

10

P (ajd) = 0 P (bjd) = 0 P (
jd) = 0 P (djd) = 1;

qui repr�esentent les probabilit�es marginales d'apparition des symboles (les P (a), P (b), et
) et les probabilit�es

d'apparition des symboles 
onditionnellement au dernier symbole lu sur le 
ot d'entr�ee (les P (
ja), et
). Ainsi,

on peut 
r�eer les arbres de Hu�man suivants :

0

0 0

1

11

0

0

0

1

1

1

0

0

0

1

1

1

0

0

0

1

1

1

0

0

0

1

1

1

a b c d

a

b

c d

b

c

a d

c

d

a b

d

a

b c

P (�jd)P (�j
)P (�jb)P (�ja)P (�)

Par 
ons�equent, le premier symbole lu sur le 
ot d'entr�ee est 
od�e grâ
e �a l'arbre de Hu�man de gau
he, les 10


ara
t�eres suivants sont 
od�es grâ
e au deuxi�eme arbre de Hu�man, les 10 suivants grâ
e au troisi�eme arbre,

les 10 suivants grâ
e au quatri�eme arbre et les 9 suivants grâ
e au dernier arbre. On obtient ainsi la s�equen
e

de bits suivants :

00j0j0j0j0j0j0j0j0j0j10j0j0j0j0j0j0j0j0j0j10j0j0j0j0j0j0j0j0j0j10j0j0j0j0j0j0j0j0j0

soit une s�equen
e de 44 bits. Le 
odage pr�edi
tif est don
 bien meilleur que l'algorithme 
lassique de Hu�man

(80 bits).

Le standard a
tuel JPEG

Revenons �a JPEG 
onservatif. Celui-
i utilise don
 un 
odage pr�edi
tif. Plus exa
tement, le standard a
tuel

pro
�ede de la mani�ere suivante (
f. G.K. Walla
e, <The JPEG Still Pi
ture Compression Standard>, Commu-

ni
ations of the ACM, vol 34, pp.31{44, avril 1991) : Un pr�edi
teur 
ombine les valeurs de 0 �a 3 voisins du point

X que l'on veut 
oder, pour former une pr�edi
tion

b

X de la valeur que devrait avoir 
e point. L'en
odeur 
al
ule

alors la di��eren
e X�

b

X et en
ode 
elle-
i grâ
e �a un algorithme statistique (Hu�man ou 
odage arithm�etique).

JPEG est muni de huit pr�edi
teurs :
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1. pas de pr�edi
tion,

2.

b

I(i; j) = I(i� 1; j),

3.

b

I(i; j) = I(i; j � 1),

4.

b

I(i; j) = I(i� 1; j � 1),

5.

b

I(i; j) = I(i; j � 1) + I(i� 1; j)� I(i� 1; j � 1),

6.

b

I(i; j) = I(i; j � 1) + [I(i� 1; j)� I(i� 1; j � 1)℄=2,

7.

b

I(i; j) = I(i� 1; j) + [I(i; j � 1)� I(i� 1; j � 1)℄=2,

8.

b

I(i; j) = [I(i; j � 1) + I(i� 1; j)℄=2,

o�u I(i; j) repr�esente le pixel lu �a la ligne i et la 
olonne j, et o�u

b

I(i; j) repr�esente la valeur estim�ee par le

pr�edi
teur pour le pixel de 
oordonn�ees (i; j). G�en�eralement, le 
odage 
i-dessus permet d'obtenir des taux de


ompression de l'ordre de 0,5 (autrement dit, on gagne un fa
teur 2 sur un disque dur). Pour donner une id�ee,

voi
i un tableau de 
omparaison entre les tailles d'images JPEG 
onservatif (le meilleur parmi les 8 modes


i-dessus, en
od�e ave
 un 
ode arithm�etique adaptatif) et GIF (sour
e : K. Sayood, <Introdu
tion to Data

Compression>, se
ond edition, 1996, A
ademi
 Press) :

Image Meilleur JPEG GIF

Sena 31055 o
tets 51085 o
tets

Sensin 32429 o
tets 60649 o
tets

Earth 32137 o
tets 34276 o
tets

Omaha 48818 o
tets 61341 o
tets

Le nouveau standard JPEG : JPEG-LS

Il existe maintenant un nouveau standard JPEG 
onservatif : il s'agit de JPEG-LS, dont l'algorithme est aussi


onnu sous le nom de LOCO-I (a
ronyme de <LOw COmplexity LOssless COmpression for Images>, 
f. M.

Weinberger, G. Seroussi et G. Sapiro, <The LOCO-I Lossless Image Compression Algorithm : Prin
iples and

Standardization into JPEG-LS>, Hewlett-Pa
kard Laboratories Te
hni
al Report No. HPL-98-193R1, Novembre

1998). Cet algorithme est 
ompos�e de trois phases :

1. un pr�edi
teur estime la valeur la plus probable bx

i+1

du i+1

�eme

pixel en
od�e, �a partir d'un historique des

pixels pr�e
�edemment lus sur le 
ot d'entr�ee ;

2. une d�etermination du 
ontexte dans lequel x

i+1

apparâ�t, 
'est-�a-dire une fon
tion agr�egeant les informa-

tions sur les derniers pixels lus sur le 
ot d'entr�ee ;

3. l'en
odage des erreurs r�esiduelles e

i+1

= x

i+1

� bx

i+1

grâ
e �a un 
ode de Golomb-Ri
e (
f. la sous-

se
tion 2.4.2).

Le 
hoix des algorithmes utilis�es pour 
ha
une des phases est largement 
onditionn�e par le fait que l'on veut

obtenir un standard ayant une 
omplexit�e de 
al
uls tr�es peu �elev�ee.

A�n de r�eduire la 
omplexit�e des 
al
uls, la phase de pr�edi
tion utilise un historique tr�es restreint : seuls

les pixels a, b et 
 de la �gure 11 sont utilis�es pour pr�edire la valeur du pixel x. Le pr�edi
teur est d�e
rit par la

a

b

c

e

d

x

image

.........

.........

...
..

...
..

...
..

...
..

.....

.....

Fig. 11 { Les pixels utilis�es pour pr�edire x dans JPEG-LS.

formule suivante :

bx

i+1

=

8

<

:

min(a; b) si 
 � max(a; b);

max(a; b) si 
 � min(a; b);

a+ b� 
 sinon.
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�

A premi�ere vue, 
ette formule peut parâ�tre 
ompliqu�ee pour un algorithme qui se veut le plus rapide possible.

En fait, 
'est que le pr�edi
teur int�egre un d�ete
teur (primitif) de 
ontours. En e�et, lorsque 
 � max(a; b)

(resp. 
 � min(a; b)), 
ela d�enote souvent la pr�esen
e d'un 
ontour verti
al (resp. horizontal) �a gau
he (resp. au

dessus) du pixel x. Dans 
e 
as, le pr�edi
teur estime qu'il y a de bonnes 
han
es que le pixel x appartienne au

même objet que a (resp. b), 
'est pourquoi bx

i+1

est estim�e par a (resp. b). Lorsqu'au
un 
ontour n'est d�ete
t�e

(le troisi�eme 
as du pr�edi
teur), on suppose que les pixels a, b, 
 et x font partie du même objet et x est estim�e

grâ
e �a une sorte de m�ediane entre les trois points, la m�ediane est toutefois asymm�etrique 
ar 
 est plus �eloign�e

de x que les pixels a et b.

A�n de 
oder l'erreur d'estimation ave
 un algorithme �a la Hu�man, on a besoin de 
onnâ�tre la probabilit�e

d'apparition de l'erreur. Comme on l'avait vu pr�e
�edemment ave
 le 
odage pr�edi
tif, on a int�erêt �a en
oder

la probabilit�e d'erreur 
onditionnellement �a un historique : le 
ontexte. C'est pourquoi, si l'on veut un 
odage

eÆ
a
e, on doit avoir un bon algorithme de d�etermination du 
ontexte. Dans LOCO-I, 
elui-
i est 
onstruit �a

partir de trois di��eren
es :

g

1

= d� b g

2

= b� 
 g

3

= 
� a:

Ces di��eren
es 
apturent le niveau d'a
tivit�e (variations brusques ou l�eg�eres de 
ouleurs) lo
alement autour du

pixel x. Elles gouvernent le 
omportement statistique des erreurs de pr�edi
tion dans la mesure o�u, pour en
oder

Hu�man, on va utiliser 
omme loi de probabilit�e :

P (e

i+1

= �jg

1

; g

2

; g

3

):

En fait, LOCO-I n'utilise pas tout �a fait 
ette distribution de probabilit�e 
ar 
ela demanderait trop de 
apa
it�e

m�emoire pour être op�erationnel. En e�et, si les valeurs des pixels varient entre 0 et 255, il y a 256

3

= 16777216

triplets (g

1

; g

2

; g

3

) possibles. Pour simpli�er, don
, LOCO-I utilise une fon
tion k(�), que les anglais appellent

quantization, et qui asso
ie �a 
haque valeur g

i

un nombre Q

i

dans l'ensemble f�4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4g :

g

i

� �T

3

) Q

i

= �4;

�T

3

< g

i

� �T

2

) Q

i

= �3;

�T

2

< g

i

� �T

1

) Q

i

= �2;

�T

1

< g

i

� 0 ) Q

i

= �1;

g

i

= 0 ) Q

i

= 0;

0 < g

i

� T

1

) Q

i

= 1;

T

1

< g

i

� T

2

) Q

i

= 2;

T

2

< g

i

� T

3

) Q

i

= 3;

T

3

< g

i

) Q

i

= 4:

Les valeurs T

i

sont 
al
ul�ees de mani�ere �a 
e que les Q

i

forment 9 
lasses �equiprobables. Ainsi, le nombre de

triplets passe de 16777216 �a 9� 9� 9 = 729. On obtient don
 729 
ontextes di��erents. Or, en remarquant que

k(�g

i

) = �k(g

i

), et en supposant (
e qui est assez logique) que :

P (e

i+1

= �jQ

1

; Q

2

; Q

3

) = P (e

i+1

= ��j �Q

1

;�Q

2

;�Q

3

);

on peut en
ore r�eduire l'utilisation m�emoire en ne sto
kant que la moiti�e de la distribution de probabilit�e


onditionnelle P . Pour une valeur donn�ee de �, on a don
 en prin
ipe que ((2� 4 + 1)

3

+ 1)=2 = 365 valeurs �a

sto
ker dans la table de probabilit�e.

Maintenant que nous avons les probabilit�es d'apparition des erreurs d'estimation e

i+1

, il suÆt d'utiliser un


odage statistique pour �nir la 
ompression. On pourrait utiliser Hu�man, mais 
'est en fait une variante qui a

�et�e 
hoisie : un 
ode de Golomb. Pourquoi utiliser un tel 
ode dans LOCO-I ? Eh bien, nous avions vu que le


ode de Golomb est optimal lorsque la distribution de probabilit�e des entiers (
f. �gure 8 page 45) est d�e�nie

par :

P (n) = p

n�1

(1� p), pour un p 2℄0; 1[

et lorsque m v�eri�e :

m =

�

�

1

log

2

p

�

:

Or, il s'av�ere que les erreurs d'estimation e

i+1

de LOCO-I suivent une distribution similaire au P (�) 
i-dessus

(en fait, 
'est tr�es l�eg�erement di��erent 
ar il faut 
onsid�erer les erreurs positives et les erreurs n�egatives, 
f. la

�gure 12). Voyons maintenant les r�esultats pratiques obtenus par les auteurs de LOCO-I :
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P(.)

entiers

Fig. 12 { La distribution de probabilit�e des erreurs d'estimation.

Image LOCO-I JPEG standard Hu�man JPEG standard arithm�etique

bike 3,59 4,34 3,92


afe 4,80 5,74 5,35

woman 4,17 4,86 4,47

tools 5,07 5,71 5,47

bike3 4,37 5,18 4,78


ats 2,59 3,73 2,74

us 2,67 3,77 2,52

Tab. 15: nombre de bits/pixel obtenus ave
 LOCO-I et le standard a
tuel JPEG.

4.2 Pr�eliminaires math�ematiques �a la 
ompression non 
onservative

Les images poss�edent une propri�et�e tr�es importante pour la 
ompression : elles peuvent être l�eg�erement

modi��ees pendant la 
ompression/d�e
ompression sans a�e
ter la qualit�e per�
ue par l'utilisateur. C'est 
ette

propri�et�e qui est le fondement de la 
ompression non 
onservative. Oui, mais probl�eme : 
omment r�ealiser de

<l�eg�eres modi�
ations> de l'image ? Plusieurs te
hniques sont possibles. Nous allons voir i
i 
e que JPEG utilise,

�a savoir la quanti�
ation de transform�ees par DCT (Dis
rete Cosine Transform). La suite de 
ette sous-se
tion

est fortement inspir�ee du livre de Mark Nelson, <The Data Compression Book>, 2

�eme

�edition (attention : dans


e livre, la formule g�en�erale de la DCT est fausse. En fait elle n'est valide que pour N = 8).

4.2.1 Qu'est 
e que la DCT?

La DCT est une 
lasse parti
uli�ere de transform�ee de Fourrier (on parle aussi de m�ethode spe
trale). L'id�ee

de 
es transform�ees est de prendre un signal et de le transformer d'un type de repr�esentation �a un autre. Le

plus simple, pour introduire la transform�ee de Fourrier est de partir du domaine de la physique : un pro
essus

physique peut être d�e
rit soit 
omme une quantit�e h variant dans le temps | don
 une fon
tion h(t) | soit


omme une amplitude H fon
tion de la fr�equen
e f du ph�enom�ene physique. G�en�eralement, H est un nombre


omplexe indiquant grâ
e �a une partie imaginaire la phase dans laquelle on se trouve. Ainsi, si t est mesur�e en

se
ondes, f est, lui, mesur�e en 
y
les par se
onde ou Hertz. Si h(�) est exprim�e en m�etres (h peut repr�esenter

une position sur un axe), alors H(�) est une fon
tion en 
y
les par m�etre.

�

Evidemment, bien que 
es deux

repr�esentations soient di��erentes, elles repr�esentent le même ph�enom�ene. Il devrait don
 être possible de passer

de l'une �a l'autre. Ce passage s'appelle la transform�ee de Fourrier :

D�e�nition 13 (transform�ee de Fourrier) : Soit un ph�enom�ene physique repr�esent�e par une fon
tion

h d�ependant du temps t, mais aussi par une fon
tion H d�ependant de la fr�equen
e f . Alors on peut passer

d'une repr�esentation �a l'autre grâ
e aux �equations de la transform�ee de Fourrier :

H(f) =

Z

1

�1

h(t)e

2�ift

dt;

h(t) =

Z

1

�1

H(f)e

2�ift

df:
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Cette transform�ee est tr�es utilis�ee pendant l'analyse d'�e
hantillons audio. Par exemple, lorsque l'on 
olle
te

des �e
hantillons �a partir d'un signal audio, on r�e
up�ere une 
ourbe temporelle du signal (
f. la �gure 13). Ce

signal est 
ompos�e de trois 
ourbes sinuso��dales ajout�ees ensemble. Les abs
isses repr�esentent di��erents points

t

h

Fig. 13 { Une repr�esentation temporelle h(t) d'un signal audio.

dans le temps et les ordonn�ees l'amplitude du signal. Lorsqu'on applique la transform�ee de Fourrier, on obtient

alors la repr�esentation de la �gure 14. Maintenant, les abs
isses repr�esentent des fr�equen
es et les ordonn�ees

f

H

Fig. 14 { Une repr�esentation fr�equentielle H(f) du signal audio.

repr�esentent la grandeur de 
haque sinuso��de. La signi�
ation de la transform�ee de Fourrier est alors �evidente :

elle indique simplement que le signal est 
ompos�e par la somme de 3 fr�equen
es di��erentes de tailles sensiblement

identiques.

On voit que la deuxi�eme repr�esentation est bien plus �e
onomique que la �gure 13. Pourtant, les deux 
ourbes

repr�esentent le même signal. Ce
i vient du fait que le signal n'est pas extrêmement 
omplexe : il est 
ompos�e

de tr�es peu de fr�equen
es. Or la 
onnaissan
e de 
es quelques fr�equen
es suÆt �a re
onstituer tout le signal.

D'apr�es les formules de Fourrier, la donn�ee d'une des repr�esentations nous permet de 
al
uler la deuxi�eme et

inversement. Par 
ons�equent, on peut d�ej�a r�ealiser une 
ertaine 
ompression du signal juste en s�ele
tionnant


elle des deux 
ourbes qui est la plus �e
onomique �a repr�esenter.
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La DCT est relativement similaire �a la transform�ee de Fourrier d�e
rite 
i-dessus. Simplement, elle prend un

ensemble de points d'un domaine spatial et les transforme en une repr�esentation identique dans un domaine de

fr�equen
e. Comme le domaine est spatial et non plus temporel (
'est une image, quoi), la fon
tion h ne d�epend

plus d'un seul argument, mais de deux : les axes X et Y usuels. La fon
tion h, en 
e qui nous 
on
erne, sera

simplement la valeur d'un pixel en un point parti
ulier de l'image. La fon
tion H est alors une repr�esentation

<spe
trale> de l'image. C'est aussi une fon
tion �a deux dimensions, repr�esentant respe
tivement les fr�equen
es

du signal sur l'axe des X et sur l'axe des Y . Comme pour la transform�ee de Fourrier, on peut passer d'une


ourbe �a l'autre et r�e
iproquement. La formule de la DCT, qui d�e
oule de 
elle de la transform�ee de Fourrier,

est la suivante :

D�e�nition 14 (Dis
rete Cosine Transform) : Soit une image 
arr�ee de N lignes et N 
olonnes.

Appelons pixel(x; y) la valeur du pixel aux 
oordonn�ees (x; y) de l'image. Alors :

DCT (i; j) = C(i)C(j)

N�1

X

x=0

N�1

X

y=0

pixel(x; y) 
os

�

(2x+ 1)i�

2N

�


os

�

(2y + 1)j�

2N

�

;

pixel(x; y) =

N�1

X

i=0

N�1

X

j=0

C(i)C(j)DCT (i; j) 
os

�

(2x+ 1)i�

2N

�


os

�

(2y + 1)j�

2N

�

;

o�u C(n) = 1=

p

2N si n = 0 et C(n) = 1=

p

N sinon.

En fait, lorsqu'on programme les �equations 
i-dessus, pour des raisons d'eÆ
a
it�e, on sto
ke tous les 
osinus

dans une table Cos. Les 
al
uls se font alors grâ
e �a un programme tr�es simple :

for (i=0, nb1 = 2.0 / N, nb2 = 1.0 / N, nb3 = sqrt(2.0) / N; i<N; i++)

for (j=0; j<N; j++)

{

tmp = 0.0;

for (x = 0; x<N; x++)

for (y = 0; y<N; y++)

tmp += Cos[x℄[i℄ * Cos[y℄[i℄ * pixel[x℄[y℄;

if (i != 0) && (j != 0)) Cij = nb1;

else if ((i == 0) && (j == 0)) Cij = nb2;

else Cij = nb3;

DCT[i℄[j℄ = tmp * Cij;

}

Tout 
omme la tranform�ee de Fourrier avait permis de repr�esenter toutes les informations de la 
ourbe 13 en

utilisant seulement 3 <bâtons>, la DCT permet de repr�esenter des images 
omplexes ave
 relativement peu de

donn�ees. En e�et, dans la matri
e DCT (i; j), tous les �el�ements sur la ligne 0 ont une 
omposante en fr�equen
e

nulle sur une dire
tion du signal, et tous les �el�ements sur la 
olonne 0 ont une 
omposante en fr�equen
e nulle

sur l'autre dire
tion. Et, plus un index i ou j est grand, plus la fr�equen
e 
orrespondante est �elev�ee, les plus

hautes fr�equen
es 
orrespondant aux index N � 1 de la matri
e. Or, il s'av�ere que les images de nos �e
rans

d'ordinateurs sont prin
ipalement 
ompos�ees de basses fr�equen
es. Don
 plus les index augmentent, plus les

fr�equen
es augmentent, moins l'information est importante pour la des
ription de l'image et moins la DCT (i; j)

est grande. Par 
ons�equent, on peut dire que la DCT identi�e les parties importantes de l'image (
elles d'index

petits) et les parties qui peuvent être supprim�ees sans a�e
ter la qualit�e de l'image (les grands index). avant de

voir 
omment JPEG utilise 
es informations pour obtenir les taux de 
ompression �enormes qu'on lui 
onnâ�t,

voyons 
omment am�eliorer un peu le 
al
ul de la DCT.

4.2.2 Am�elioration du 
al
ul de la DCT

Le petit programme de 
al
ul de la matri
e DCT

0�i;j<N

�e
rit 
i-dessus a une 
omplexit�e vraiment tr�es

mauvaise. En e�et, pour 
haque valeur de (i; j), on doit e�e
tuer un algorithme enO(N

2

) pour 
al
ulerDCT (i; j)

puisque l'on a deux bou
les imbriqu�ees en x et en y. Comme il y a N

2

valeurs possibles pour les 
ouples (i; j),
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on se retrouve globalement ave
 un algorithme en O(N

4

) pour 
al
uler DCT

0�i;j<N

. Lorsque la taille de l'image

augmente, le 
al
ul de 
ette matri
e augmente don
 tr�es vite et rend ainsi l'algorithme inutilisable en pratique

sur la totalit�e de l'image : un utilisateur n'est pas prêt �a attendre 5 minutes pour la voir. Pour un (i; j) donn�e,

on ne peut pas vraiment r�eduire 
omplexit�e du 
al
ul de DCT (i; j), 
'est pourquoi JPEG d�e
oupe l'image �a


ompresser en petits blo
s et 
al
ule DCT

0�i;j<N

sur 
ha
un de 
es blo
s s�epar�ement. Bien �evidemment, plus

le blo
 est grand, plus il permet d'obtenir des taux de 
ompression appr�e
iables, mais plus la DCT est longue

�a 
al
uler. JPEG a don
 
hoisi des blo
s de taille de 8� 8 pixels.

En plus de la r�edu
tion en blo
s, on peut en
ore r�eduire la 
omplexit�e globale du 
al
ul de toute la matri
e

DCT

0�i;j<N

. En e�et, la formule de la DCT ave
 ses sommes fait furieusement penser �a des produits matri
e-

ve
teur. Ainsi, si

COS(i; j) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

p

N

si i = 0;

r

2

N


os

�

(2j + 1)i�

2N

�

si i > 0;

alors la matri
e DCT

0�i;j<N

peut s'exprimer de la fa�
on suivante :

DCT = COS

0�i;j<N


 pixel

0�i;j<N


 COS

T

0�i;j<N

;

o�u COS

T

0�i;j<N

repr�esente la transpos�ee de COS

0�i;j<N

et o�u
 repr�esente l'op�eration produit de deux matri
es.

Cela nous am�ene don
 �a 
onsid�erer le 
ode suivant pour 
onstruire la matri
e DCT

0�i;j<N

.

void 
al
ule_DCT(float **pixel, float **DCT, int N)

{

int i,j,k;

float sqr = 1.0 / sqrt((float) N);

float **COS, **temp;

/* 
reation et initialisation de la matri
e COS */

if ((COS = (float **) mallo
(N * sizeof(float *))) == NULL) exit(1);

if ((COS[0℄ = (float *) mallo
(N * sizeof(float))) == NULL) exit(1);

for (j = 0; j<N; j++) COS[0℄[j℄ = sqr;

sqr = sqrt(2.0 / N);

for (i = 1; i<N; i++)

{

if ((COS[i℄ = (float *) mallo
(N * sizeof(float))) == NULL) exit(1);

for (j=0; j<N; j++)

COS[i℄[j℄ = sqr * 
os((2*j+1) * i * M_PI / (2.0 * N));

}

/* 
al
ul du produit temp = pixel * COS^T */

if ((temp = (float **) mallo
(N * sizeof(float *))) == NULL) exit(1);

for (i=0; i<N; i++)

{

if ((temp[i℄ = (float *) mallo
(N * sizeof(float))) == NULL) exit(1);

for (j=0; j<N; j++)

for (k=0, temp[i℄[j℄ = 0.0; k<N; k++)

temp[i℄[j℄ += pixel[i℄[k℄ * COS[j℄[k℄;

}

/* 
al
ul de COS * (pixel * COS^T) */

for (i=0; i<N; i++)

for (j=0; j<N; j++)

for (k=0, DCT[i℄[j℄ = 0.0; k<N; k++)

DCT[i℄[j℄ += COS[i℄[k℄ * temp[k℄[j℄;
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/* desallo
ation de temp et de COS */

for (i=0; i<N; i++)

{

free((
har *) COS[i℄);

free((
har *) temp[i℄);

}

free((
har *)COS);

free((
har *)temp);

}

On voit dans l'algorithme 
i-dessus qu'il n'y a plus que trois bou
les imbriqu�ees, d'o�u une 
omplexit�e en O(N

3

).

Ce n'est pas en
ore g�enial mais 
ela permet d'aller tout de même beau
oup plus vite que le pr�e
�edent 
ode. Si

l'on veut maintenant am�eliorer la 
omplexit�e pratique de l'algorithme, il faut se d�ebarrasser de l'arithm�etique

en virgule 
ottante et passer �a une arithm�etique enti�ere, exa
tement 
omme nous l'avions fait pour le 
odage

arithm�etique. On peut maintenant voir 
e que 
ela donne sur un exemple : si l'on applique l'algorithme 
i-dessus

au tableau suivant :

163 166 177 175 173 175 166 132 129 121 122 127

170 139 143 166 120 126 172 136 131 128 147 129

122 170 122 163 127 175 149 162 162 138 149 147

133 136 151 142 129 153 141 179 164 157 158 164

155 150 173 166 151 140 176 153 122 170 136 121

165 165 164 147 176 125 166 129 133 137 144 135

162 165 134 147 134 164 123 170 127 168 156 158

128 144 123 131 134 139 132 120 176 168 139 172

166 126 174 179 135 130 134 178 167 141 137 122

177 132 172 176 121 140 146 121 165 149 124 179

160 129 171 157 177 131 141 155 129 127 147 136

137 153 126 125 166 143 179 164 148 171 152 149

Tab. 16: Matri
e des teintes de gris d'une image 12� 12

on obtient la matri
e 12� 12 suivante :

1783.58 28.54 -4.09 7.90 -9.08 -14.04 7.42 23.81 18.80 -8.59 2.50 -5.01

0.03 27.63 -18.87 -3.80 14.42 -10.41 -26.60 5.12 -4.81 -0.89 -28.45 -15.95

0.55 22.15 -26.96 -10.27 16.17 -8.10 4.56 11.30 3.63 3.47 -10.64 17.32

-12.87 27.25 19.62 -6.35 -8.97 3.67 22.00 -9.65 34.63 15.69 -19.81 -5.62

5.00 31.25 -5.47 -12.94 31.50 26.58 -27.25 0.47 -36.08 -30.98 22.09 20.20

15.27 79.61 -0.34 -23.79 -12.59 -10.53 6.05 31.70 30.36 9.63 28.43 34.12

8.75 -19.41 -26.20 11.13 -17.66 1.70 -8.08 -11.35 -0.53 -4.70 15.38 3.17

6.28 -20.34 8.51 -21.74 8.06 3.90 3.76 -33.86 -4.37 18.13 9.23 -25.49

26.22 -3.59 -5.24 5.52 5.05 -6.49 4.54 -23.10 -6.08 10.41 -7.83 -21.53

-3.42 21.67 -25.07 -16.98 -9.65 2.70 5.41 -17.28 -28.95 4.85 -5.94 22.04

4.80 -10.07 1.05 -10.86 9.64 9.21 -18.85 -34.35 25.56 -33.00 -20.46 -6.69

13.98 26.68 -23.19 6.31 -8.64 -1.34 -4.82 22.69 -21.61 14.97 10.34 -38.24

Tab. 17: Matri
e DCT r�esultante

On voit tr�es bien sur 
ette matri
e 
e qui avait �et�e annon
�e dans la sous-se
tion pr�e
�edente, �a savoir que plus

on s'�eloigne du 
oin sup�erieur gau
he de la matri
e, plus les nombres sont petits. Pour vous 
onvain
re que les

fr�equen
es les plus importantes pour la qualit�e de l'image sont 
eux en haut �a gau
he, j'ai d�elib�er�ement mis �a

0 tous les �el�ements de la DCT qui se trouvent en dessous de la deuxi�eme diagonale de la matri
e :
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1783.58 28.54 -4.09 7.90 -9.08 -14.04 7.42 23.81 18.80 -8.59 2.50 -5.01

0.03 27.63 -18.87 -3.80 14.42 -10.41 -26.60 5.12 -4.81 -0.89 -28.45 0.00

0.55 22.15 -26.96 -10.27 16.17 -8.10 4.56 11.30 3.63 3.47 0.00 0.00

-12.87 27.25 19.62 -6.35 -8.97 3.67 22.00 -9.65 34.63 0.00 0.00 0.00

5.00 31.25 -5.47 -12.94 31.50 26.58 -27.25 0.47 0.00 0.00 0.00 0.00

15.27 79.61 -0.34 -23.79 -12.59 -10.53 6.05 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

8.75 -19.41 -26.20 11.13 -17.66 1.70 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

6.28 -20.34 8.51 -21.74 8.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

26.22 -3.59 -5.24 5.52 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

-3.42 21.67 -25.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

4.80 -10.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

13.98 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tab. 18: Matri
e DCT modi��ee

Le 
al
ul de la DCT inverse nous donne la matri
e image suivante :

167.43 162.25 171.61 185.84 161.31 174.46 169.61 132.70 128.75 122.75 123.06 126.22

158.23 151.80 148.16 153.96 130.92 144.17 153.71 135.50 132.41 128.40 134.34 135.42

138.41 142.92 139.02 147.79 134.89 146.54 167.89 165.92 155.21 147.02 153.49 146.90

128.14 145.24 144.29 151.52 140.12 140.74 161.13 168.26 157.52 155.16 163.76 151.13

146.07 164.02 161.02 161.60 150.77 145.57 155.20 155.44 144.70 147.36 149.52 131.74

167.04 170.54 161.86 158.11 154.26 155.54 153.36 138.37 130.10 138.71 134.89 123.21

163.28 149.97 143.42 140.83 139.72 147.32 144.60 134.05 145.20 165.83 163.16 170.64

141.99 124.19 135.07 139.67 130.76 132.25 136.42 142.82 160.94 164.83 141.19 155.86

158.79 140.86 162.60 166.34 142.60 128.54 138.55 159.80 171.18 156.45 121.56 141.72

165.40 148.57 169.64 171.08 147.61 125.22 131.86 149.99 149.66 145.74 133.63 163.60

156.36 142.56 157.60 161.03 158.04 144.33 145.55 146.77 128.16 136.32 134.59 148.69

146.86 132.08 135.71 136.23 152.00 156.32 167.12 169.39 149.18 166.43 157.81 143.87

Tab. 19: Matri
e image inverse de la DCT modi��ee

Notez que la matri
e image obtenue est relativement pro
he des teintes de gris de l'image d'origine. Pour vous

aider �a faire 
ette 
omparaison, j'ai repr�esent�e dans le tableau 
i-dessous la d�eviation relative des pixels de

l'image �nale par rapport aux mêmes pixels de l'image d'origine. La formule utilis�ee a �et�e la suivante :

d�eviation(i; j) =

pixel(i; j) de l'image modi��ee� pixel(i; j) de l'image d'origine

pixel(i; j) de l'image d'origine

:

-0.03 0.02 0.03 -0.06 0.07 0.00 -0.02 -0.01 0.00 -0.01 -0.01 0.01

0.07 -0.08 -0.03 0.08 -0.08 -0.13 0.12 0.00 -0.01 0.00 0.09 -0.05

-0.12 0.19 -0.12 0.10 -0.06 0.19 -0.11 -0.02 0.04 -0.06 -0.03 0.00

0.04 -0.06 0.05 -0.06 -0.08 0.09 -0.12 0.06 0.04 0.01 -0.04 0.09

0.06 -0.09 0.07 0.03 0.00 -0.04 0.13 -0.02 -0.16 0.15 -0.09 -0.08

-0.01 -0.03 0.01 -0.07 0.14 -0.20 0.08 -0.07 0.02 -0.01 0.07 0.10

-0.01 0.10 -0.07 0.04 -0.04 0.11 -0.15 0.27 -0.13 0.01 -0.04 -0.07

-0.10 0.16 -0.09 -0.06 0.02 0.05 -0.03 -0.16 0.09 0.02 -0.02 0.10

0.05 -0.11 0.07 0.08 -0.05 0.01 -0.03 0.11 -0.02 -0.10 0.13 -0.14

0.07 -0.11 0.01 0.03 -0.18 0.12 0.11 -0.19 0.10 0.02 -0.07 0.09

0.02 -0.10 0.09 -0.03 0.12 -0.09 -0.03 0.06 0.01 -0.07 0.09 -0.09

-0.07 0.16 -0.07 -0.08 0.09 -0.09 0.07 -0.03 -0.01 0.03 -0.04 0.04

Tab. 20: d�eviation relative de l'image modi��ee

4.3 La 
ompression JPEG

Le Joint Photographi
 Expert Group a produit en 1991 une proposition pr�eliminaire de normalisation pour

la 
ompression de donn�ees graphique. En ont r�esult�ees les fameuses images JPEG. Grossi�erement, l'algorithme

de 
ompression peut être r�esum�e sur la �gure suivante :
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Transformation
DCT

quantification compression
conservative

Fig. 15: L'algorithme de 
ompression non 
onservative de JPEG.

4.3.1 La quanti�
ation

Nous avons vu dans la se
tion pr�e
�edente 
omment e�e
tuer la premi�ere �etape, le 
al
ul de la DCT. Mais la

DCT, en elle-même, ne r�ealise au
une 
ompression : on part d'une matri
e de N �N pixels et on obtient une

nouvelle matri
e de tailleN�N . Ce qui r�ealise la 
ompression non 
onservative, 
'est l'�etape 2 : la quanti�
ation.

Elle 
onsiste �a r�eduire le nombre de bits n�e
essaires au sto
kage de la matri
e DCT. Le pro
�ed�e est simple : on

va diviser tous les �el�ements de la DCT par une 
ertaine quantit�e (le quantum) et on ne 
onservera que la partie

enti�ere au plus pr�es :

valeur quanti��ee(i; j) = arrondi �a l'entier le plus pro
he

�

DCT (i; j)

Quantum(i; j)

�

:

�

A l'instar de 
e que nous avons vu �a la �n de la sous-se
tion pr�e
�edente, 
ette manipulation va d�et�eriorer

l�eg�erement l'image, mais si l'on 
hoisit des quanta 
orre
ts, 
ette d�et�erioration sera peu ou pas visible. Comme

les �el�ements de la matri
e DCT sont de moins en moins importants pour l'image lorsque l'on se d�epla
e vers la

droite et vers le bas de la matri
e, on pourra a�e
ter de forts quanta sur 
es �el�ements et de petits quanta pour

les �el�ements les plus importants de l'image, �a savoir 
eux en haut �a gau
he de la DCT. Lorsque l'on voudra

d�e
ompresser l'image JPEG, il suÆra d'e�e
tuer la transformation inverse :

DCT (i; j) = valeur quanti��ee(i; j)�Quantum(i; j) :

Il reste maintenant �a 
hoisir la matri
e Quantum

0�i;j<N

. En th�eorie la norme JPEG supporte n'importe

quelle matri
e Quantum

0�i;j<N

. Cela dit, l'ISO, l'International Standards Organization, a d�evelopp�e un en-

semble standard de valeurs de quanti�
ation fournies aux programmeurs de 
odes JPEG. Ces tables reposent

sur des tests intensifs r�ealis�es par les membres du 
omit�e JPEG et elles fournissent une bonne base pour �etablir

des niveaux de 
ompression. L'une de 
es tables est la suivante :

16 11 10 16 24 40 51 61

12 12 14 19 26 58 60 55

14 13 16 24 40 57 69 56

14 17 22 29 51 87 80 62

18 22 37 56 68 109 103 77

24 35 55 64 81 104 113 92

49 64 78 87 103 121 120 101

72 92 95 98 112 100 103 99

Tab. 21: table des quanta fournie par l'ISO

Rappelons que JPEG n'utilise que des DCT de taille 8� 8. C'est pourquoi la taille de la matri
e 
i-dessus est

de 8� 8. Si on l'utilise sur l'image 8� 8 suivante, qui 
ontient des intensit�e en teintes de gris :

163 166 177 175 173 175 166 132

129 121 122 127 170 139 143 166

120 126 172 136 131 128 147 129

122 170 122 163 127 175 149 162

162 138 149 147 133 136 151 142

129 153 141 179 164 157 158 164

155 150 173 166 151 140 176 153

122 170 136 121 165 165 164 147

on obtient la DCT suivante :
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1197.50 -27.20 -18.62 -7.61 -16.25 0.48 -15.56 -0.70

-12.07 6.26 -11.62 3.81 8.62 4.23 16.57 4.90

30.78 0.59 -13.79 18.75 -8.92 -14.79 -5.57 29.65

49.11 17.49 -11.86 3.50 22.61 21.26 -1.43 -4.52

18.75 13.85 6.91 24.19 -22.00 -10.35 -4.22 -25.49

38.27 17.76 -11.72 -15.15 -20.75 20.68 -1.48 -20.71

3.76 7.14 -23.07 -5.82 -19.58 -1.89 -0.71 -1.54

-9.32 38.49 5.09 -12.03 -9.94 37.56 17.18 40.55

Une fois appliqu�ee la quanti�
ation ave
 la table fournie par l'ISO, on obtient :

75 -2 -2 0 -1 0 0 0

-1 1 -1 0 0 0 0 0

2 0 -1 1 0 0 0 1

4 1 -1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Apr�es avoir appliqu�e l'op�eration de d�equanti�
ation, on obtient :

1200 -22 -20 0 -24 0 0 0

-12 12 -14 0 0 0 0 0

28 0 -16 24 0 0 0 56

56 17 -22 0 0 0 0 0

18 22 0 0 0 0 0 0

48 35 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

D'o�u la matri
e image 
orrespondante :

168.86 166.02 188.14 165.21 192.32 164.90 163.70 132.36

116.79 122.34 137.31 131.61 150.40 149.23 153.63 139.71

123.60 136.47 132.10 137.15 127.43 146.04 143.88 146.32

146.42 165.63 148.59 160.32 126.64 153.11 139.95 149.90

128.96 152.38 142.01 160.27 130.89 158.76 144.99 154.02

137.25 153.62 154.09 162.30 151.96 166.26 158.38 156.85

157.79 159.28 167.62 154.95 168.34 164.17 167.57 153.57

139.69 131.56 147.68 124.27 160.22 149.64 166.95 147.66

et une d�eviation relative de l'image :

-0.03 0.00 -0.06 0.06 -0.10 0.06 0.01 0.00

0.10 -0.01 -0.11 -0.04 0.13 -0.07 -0.07 0.19

-0.03 -0.08 0.30 -0.01 0.03 -0.12 0.02 -0.12

-0.17 0.03 -0.18 0.02 0.00 0.14 0.06 0.08

0.26 -0.09 0.05 -0.08 0.02 -0.14 0.04 -0.08

-0.06 0.00 -0.08 0.10 0.08 -0.06 0.00 0.05

-0.02 -0.06 0.03 0.07 -0.10 -0.15 0.05 0.00

-0.13 0.29 -0.08 -0.03 0.03 0.10 -0.02 0.00

On voit don
 que l'appli
ation de la phase de quanti�
ation n'a pas �enorm�ement d�egrad�e l'image. Cela dit,

JPEG peut aussi utiliser une autre appro
he, qui 
onsiste �a s�ele
tionner soi-même une matri
e de quanti�
ation

relativement simple, qui garantit que les �el�ements les plus �elev�es de 
ette matri
e seront en bas �a droite. La

formule en est la suivante :

Quantum(i; j) = 1 + (i+ j)�Qualit�e ;

o�u Qualit�e est un nombre stri
tement positif. Plus 
e nombre est pro
he de 1, plus la qualit�e est bonne, mais

moins le taux de 
ompression sera �elev�e. Pour donner une id�ee, j'ai 
al
ul�e la DCT d'une image, je l'ai quanti��ee
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pour des valeurs de Qualit�e variant de 1 �a 25, j'ai d�equanti��e la DCT, puis re
al
ul�e l'image 
orrespondante. J'ai

alors 
al
ul�e la d�eviation relative de la nouvelle image, puis l'�e
art-type de 
ette d�eviation. Le tableau 
i-dessous

rassemble 
es �e
art-types. Rappelons que l'on a tr�es peu de 
han
es de se trouver �a plus de 3 �e
art-types du

pixel 
her
h�e.

qualit�e �e
art-type qualit�e �e
art-type qualit�e �e
art-type qualit�e �e
art-type qualit�e �e
art-type

1 0.016086 6 0.098209 11 0.107455 16 0.113450 21 0.118826

2 0.031841 7 0.101824 12 0.109077 17 0.115793 22 0.121171

3 0.051360 8 0.106092 13 0.111452 18 0.115319 23 0.121509

4 0.065297 9 0.105702 14 0.111254 19 0.117978 24 0.122431

5 0.087912 10 0.106116 15 0.112454 20 0.119366 25 0.121495

4.3.2 La phase de 
ompression 
onservative

Apr�es avoir obtenu une DCT quanti��ee, JPEG 
ompresse 
elle-
i en utilisant un algorithme 
onservatif. Cet

algorithme 
ombine trois �etapes :

1. la premi�ere modi�e le 
oeÆ
ient d'index (0; 0) | l'�el�ement en haut �a gau
he | des matri
es DCT d'une

valeur absolue �a une valeur relative. Autrement dit, elle 
al
ule la di��eren
e entre 
et �el�ement de la DCT

a
tuelle et 
elui de la DCT pr�e
�edente. Comme les blo
s adja
ents d'une image ont, en prin
ipe, une forte


orr�elation, �a l'issue de 
ette �etape, on obtient g�en�eralement des nombres tr�es petits ;

2. dans une deuxi�eme �etape, les 
oeÆ
ients de la DCT sont r�eordonn�es suivant une s�equen
e en zigzag ;

3. en�n, ils sont 
od�es en utilisant du RLE pour les 
oeÆ
ients nuls, puis le tout est en
od�e grâ
e �a une

m�ethode statistique (Hu�man ou 
odage arithm�etique).

�

Etudions maintenant en d�etails 
ha
une des �etapes. La premi�ere se 
ontente d'e�e
tuer une di��eren
e entre

l'�el�ement en haut �a gau
he de la DCT a
tuelle et 
elui de la DCT pr�e
�edente. Pour la premi�ere DCT, on se


ontente de garder la valeur de l'�el�ement en haut �a gau
he de la DCT. Par exemple, si les trois premi�eres

DCT ont respe
tivement pour �el�ement d'index (0; 0) les nombres 1197, 1190 et 1193, alors la premi�ere DCT est

en
od�ee in
hang�ee, la deuxi�eme DCT est en
od�ee ave
 pour �el�ement d'index (0; 0) le nombre 1190�1197 = �7,

et la troisi�eme DCT ave
 l'�el�ement d'index (0; 0) le nombre 1193 � 1190 = 3. Certes, me direz-vous, mais


omment vais-je 
oder 
es di��eren
es pour �e
onomiser le plus de bits en sortie ? Hein, 
omment ? Eh bien, tout

simplement en utilisant du Hu�man et en remarquant que plus les nombres ont une valeur absolue �elev�ee,

moins ils vont avoir de 
han
es d'apparâ�tre (le fameux prin
ipe qu'entre deux blo
s 
ons�e
utifs, les nombres

varient peu). C�a ne vous rappelle rien 
ette remarque ? Non ? Alors reportez-vous �a la page 44 sur le 
ode de

Golomb-Ri
e. C'�etait en e�et pr�e
is�ement l'id�ee sous-ja
ente de 
e 
ode, et 
'est don
 ave
 une de ses variantes

que l'on va 
oder les di��eren
es. On va pour 
ela utiliser la table suivante :

ligne 
ode unaire nombres

0 0 0

1 10 �1 1

2 110 �3 �2 2 3

3 1110 �7 �6 �5 �4 4 5 6 7

4 11110 �15 �14 . . .�9 �8 8 9 . . .14 15

5 111110 �31 �30 �29 . . .�17 �16 16 17 . . .29 30 31

6 1111110 �63 �62 �61 . . .�33 �32 32 33 . . .61 62 63

7 11111110 �127 �126 . . .�65 �64 64 65 . . .126 127

.

.

.

.

.

.

.

.

.

14 111111111111110 �16383 �16382 . . .�8193 �8192 8192 8193 . . .16382 16383

15 1111111111111110 �32767 �32766 . . .�16385 �16384 16384 16385 . . .32766 32767

16 11111111111111110 32768

Tab. 22: Table permettant de 
oder les di��eren
es dans JPEG

Ainsi, le nombre d'index (0; 0) de la premi�ere DCT, �a savoir 1197, se trouve sur la 11

�eme

ligne du tableau,

et sur la 1197

�eme

position, il sera don
 
od�e 111111111110j10010101101, la premi�ere partie du 
ode de Golomb


orrespondant au num�ero de ligne (
ode unaire) et la deuxi�eme partie repr�esentant le num�ero de 
olonne
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(repr�esentation binaire sur 11 bits, la premi�ere 
olonne �etant le num�ero 0). La deuxi�eme DCT ayant une

di��eren
e de �7 sera 
od�ee 1110j000, et la di��eren
e de la troisi�eme �etant 3, elle sera 
od�ee 110j11. Remarquez

que la longueur de la deuxi�eme partie du 
ode 
orrespond exa
tement au num�ero de ligne du tableau. Ainsi un

<0> sera en
od�e <0j>.

Passons maintenant �a la deuxi�eme �etape. Son int�erêt est �evident lorsque l'on regarde les DCT apr�es quan-

ti�
ation :

75 -2 -2 0 -1 0 0 0

-1 1 -1 0 0 0 0 0

2 0 -1 1 0 0 0 1

4 1 -1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

On s'aper�
oit que l'on retrouve des nombres identiques sur les lignes diagonales sud ouest{nord est. Don
, si

on veut utiliser du RLE dans la troisi�eme �etape, on n'a pas int�erêt �a lire la matri
e ligne par ligne ou 
olonne

par 
olonne, mais plutôt en diagonale, 
omme le montre la �gure 16. Il n'est pas tr�es 
ompliqu�e de r�ealiser

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7

3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7

4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7

5.0 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7

6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7

7.0 7.1 7.2 7.3 7.4 7.77.67.5

Fig. 16 { Le par
ours de la DCT par l'algorithme JPEG.

un programme qui 
al
ule 
e par
ours. Cependant, pour des raisons d'eÆ
a
it�e, on pr�ef�ere utiliser une table

repr�esentant la s�equen
e (il faut bien songer que les 
al
uls seraient e�e
tu�es tr�es souvent et risqueraient don


de ralentir �enorm�ement l'algorithme de 
ompression) :
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typedef stru
t {

int row;

int 
ol;

} zigzag;

zigzag ZigZag [N * N℄ = {

{0, 0},

{0, 1}, {1, 0},

{2, 0}, {1, 1}, {0, 2},

{0, 3}, {1, 2}, {2, 1}, {3, 0},

{4, 0}, {3, 1}, {2, 2}, {1, 3}, {0, 4},

{0, 5}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 2}, {4, 1}, {5, 0},

{6, 0}, {5, 1}, {4, 2}, {3, 3}, {2, 4}, {1, 5}, {0, 6},

{0, 7}, {1, 6}, {2, 5}, {3, 4}, {4, 3}, {5, 2}, {6, 1}, {7, 0},

{7, 1}, {6, 2}, {5, 3}, {4, 4}, {3, 5}, {2, 6}, {1, 7},

{2, 7}, {3, 6}, {4, 5}, {5, 4}, {6, 3}, {7, 2},

{7, 3}, {6, 4}, {5, 5}, {4, 6}, {3, 7},

{4, 7}, {5, 6}, {6, 5}, {7, 4},

{7, 5}, {6, 6}, {5, 7},

{6, 7}, {7, 6},

{7, 7}};

Le par
ours et la quanti�
ation de la DCT peut alors s'e�e
tuer grâ
e au petit bout de 
ode suivant :

for (i=0, N2 = N * N; i< N * N; i++)

{

row = ZigZag[i℄.row;


ol = ZigZag[i℄.
ol;

DCT[row℄[
ol℄ = rint (DCT[row℄[
ol℄ / Quantum[row℄[
ol℄);

}
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Il reste maintenant �a en
oder les �el�ements autres que 
elui en haut �a gau
he de la DCT. Pour 
ela, JPEG

utilise le par
ours en zigzag et les 4 �etapes suivantes : pour 
haque �el�ement non nul X de la DCT,

1. JPEG 
al
ule le nombre Z d'�el�ements �a z�ero avant X (en suivant le par
ours en zigzag, bien entendu) ;

2. il 
al
ule la 
olonne C et la ligne L 
orrespondant au nombre X dans la table 22 ;

3. le 
ouple (Z;L) lui donne un nombre Y dans la table de Hu�man 23 ;

4. en�n, on 
on
at�ene �a Y le nombre C 
od�e sur L bits et on envoie le tout sur le 
ot de sortie.

(Z;L) 
ode (Z;L) 
ode . . . (Z;L) 
ode

(0,0)(EOB) 1010 . . . (15,0)(ZRL) 11111111001

(0,1) 00 (1,1) 1100 . . . (15,1) 1111111111110101

(0,2) 01 (1,2) 11011 . . . (15,2) 1111111111110110

(0,3) 100 (1,3) 1111001 . . . (15,3) 1111111111110111

(0,4) 1011 (1,4) 111110110 . . . (15,4) 1111111111111000

(0,5) 11010 (1,5) 11111110110 . . . (15,5) 1111111111111001

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Tab. 23: Table asso
iant Y au 
ouple (Z;L)

EOB est le 
ode �emis pour indiquer la �n d'un blo
 et ZRL 
elui �emis pour indiquer 15 z�eros 
ons�e
utifs lorsque

le nombre de z�eros 
ons�e
utifs ex
�ede 15. Pour en �nir ave
 
e 
odage, et ave
 le 
ours de 
ompression en

g�en�eral, examinons juste un petit exemple des 4 �etapes mentionn�ees 
i-dessus. Supposons que nous voulions

en
oder le nombre X = �6, qui �etait pr�e
�ed�e de 15 z�eros (suivant le sens de par
ours en zigzag). Alors Z = 15

et, 
onform�ement �a la table 22, L = 3 et C = 1. Par 
ons�equent, d'apr�es la table 23, on doit envoyer sur le


ot de sortie la s�equen
e 1111111111110111j001. De même, si l'on a X = 2 pr�e
�ed�e d'au
un z�ero, alors Z = 0,

L = 2 et C = 2. Par 
ons�equent, on �emettra sur le 
ot de sortie la s�equen
e 01j10.
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